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LEÇONS 



COORDONNÉES TANGENTIELLES 



GÉOMÉÏRÏE DANS LI1SPACE 

CIIAPITRK PREMIER 
LE POIÎiT, LE PLAN ET LA DROITE 



I. L'équation d'un plan en coordonnéos rcctilignes homo- 
gènes peut s'écrire 

■fia: H- ui/ -1- u-z -\- rt ^ ; 

elle renferme quatre coefficients, u, d, w, r ; mais comme le 
plan ne change pas quand ces coefficients varient proportion- 
nellement, on peut dire que l'équation du plan contient iroix 
paramètres ; un plan sera donc déterminé si l'on connaît trois 
relations entre les quatre coeflicients qui ligurent dans son 
équation. 

Ces relations sont généralement obtenues en assujettissant 
le plan à certaines conditions géométriques. 

Exemples. 1. Écrivons que le pîan passe piir un poinL ayant 
pour coordonniSes a,b,c; on a 

na + vb-\- wc + ''- = . 

II. Assujettissons le plan à être à une distance donnée d 
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d'un point qui a pour coordonnées a, b, c; il vifini, 
im + vb -h wc -h r __ 

les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, ou 
(Ma + yé -H tcc -+■ ry — d%u' -^ v^ ■+- w') ^ 0. 
III. Soit un cône ayant pour équation 

f^x^ -+- Bj/= + Cs^ = ; 
cherchons à quelles relations doivent satisfaire les coefficients 
de l'équation du plan 

ux-i-vy-\- va + j- = 
pour que ce plan soit tangent au cône. 

II faut d'abord que ce plan passe par l'origine, c'est-à-dire 
qu'on ait 

',■ = ; (I) 

en outre le plan doit rencontrer le cône suivant deux généra- 
trices confondues. Or les projections de ces génératrices sur 
le plan des xy sont déterminées par l'équation 
w\kx^ + By=) + C{ux + vyf - 0, 
et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir 

^^-^ + Ç = 0. ,2, 

Les relations (1) et (2) expriment analytiquement la condi- 
tion géométrique imposée. 

2. On peut remarquer que les relations obtenues sont 
homogènes par rapport à u, v, iv, r. Nous allons démontrer 
qu'il en est toujours ainsi, c'est-à-dire que toute relation qui 
est la traduction analytique d'une condition géométrique, est 
nécessairement homogène en m, u, w, r. 

En effet, le plan ne change pas si on remplace dans son 
équation m, v, w, r respectivement par lu, Iv, Iw, Ir, 
X désignant un nombre quelconque ; par conséquent, comme 
la droite satisfait à la condition géométrique quelle que soit la 
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forme sous laquelle on écrit son équation , toute solution 
u,-v, w, r de la relation correspondante entraine la solution 
lu, \v, Xîu, Â5-, quel que soit X ; la relation considérée est 
donc homogène. 

3. Un plan sera donc bien déterminé analytiquement par 
trois relations homogènes entre ses coefficients. Si ces rela- 
tions sont algébriques, entières, de degrés m, n et p respec- 
tivement, le nombre des solutions sera mnp, d'après le théo- 
rème de Bezout. 

4. Si maintenant on donne une seule relation , toujours 
homogèno en n, i\ w, i\ 

fi". V. », r) = 0, (3) 

il y aura une infinité de pians dont les coefficients vérifieront 
l'équation (3) ; nous démontrerons plus tard qu'en général 
tous ces plans sont tangents à une môme surface. 

On dira que l'équation (3) est l'équation tangeniielle de la 
surface, et pour éviter toute confusion, la relation à laquelle 
doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce 
point soit sur la surface sera appelée l'équation ponctuelle de 
la surface. 

Il existera aussi une infinité de plans dont les coefficients 
vérifieront deux équations en w, v, tv, r ; nous établirons que 
tous ces plans enveloppent en général une surface d'une 
nature particulière, et les équations données seront dites les 
équations tangentielles de cette surface. 

Nous dirons également que les coefficients u, v, iv, r de 
l'équation d'un plan sont les coordonnées tangentielles de ce 
plan, tandis que les coordonnées d'un point seront appelées 
coordonnées ponctuelles. 

Ainsi le pian qui a pour équation ponctuelle 
3ï — 5i/ + s — 4=0 
a pour coordonnées tangentielles ;i, — % 1, — i\ le plan 
des wy a pour coordonnées 0, 0, 1, 0; celui des zx, 0, 1, 0,0; 
le plan de l'infini, 0, 0,0, 1. 
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Nous remarquerons aussi qu'étant donnii un plan, ses coor- 
données tangenlielles sont déterminées h un facteur constant 
près. 

Nous allons maintenant interpréter géométriquement la 
relation linéaire et homogène entre w, v, w, r. 

5. Équation du point. — Théorème. — ToiUe équation 
homogène et du premier degré par rapport A tj, ji, tv, r repré- 
sente un jioint. 

Soit l'équation 

au + bv ■+■ CIO 4- dr = 0. ('1} 

On voit immédiatement que tous les plans dont les coor- 
données vérifient cette équation passent par le point qui a 
pour coordonnées homogènes o, b, c, d. 

Cette équation est dite l'équation tangentietle du point. 

Réciproquement, tout point peut être représenté par une 
équation du premier degré ; autrement dit, en écrivant qu'un 
plan passe par un point, on a une relation homogène et du 
premier degré entre les coordonnées tangentielles du plan. 

On peut donc dire que : 

L'équation tangenlielle d'un point est la condition à laqttelle 
doivent satisfaire les coordonnées d'un plan pour qu,e ce plan 
passe par le point. 

De même que : 

L'équation ponctuelle d'un plan est la, condition à laquelle 
doivent satisfaire les coordonnées d'un point pour que ce point 
soit dans le plaii. 

Exemples. — L'origine des coortionnées a pour équation 
r = 0; 
un point sur l'axe (.)x, ayant pour abscisse «, sera représenté 
par l'équation 

M(t + f ^= 0. 

6. Le point représenté par l'équation (4) n'existe que si le 
coefficient de r, d, est ditlérent de zéro ; les coordonnées car- 
tésiennes de ce point sont -ri — ; et --r ■ 
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Si d ~0, on voit que tous les plans dont les coordon- 
nées satisfont à l'équation (4) sont parallèles à ia droite qui 
joint l'origine au point dont les coordonnées cartésiennes sont 
lï, b, c ; on peut donc dire que tous ces pians passent par le 
point à l'infini dont les coordonnées homogènes sont a, b, c, 0. 
Par conséquent, si le coefficient de r dans l'équation (4) est 
nul, cette équation représente un point à l'inflni dans la direc- 
tion qui a pour paramètres directeurs les coefficients de w,d,iw. 

Ainsi, u = est l'équation du point à l'infini dans la 
direction de Oa; ; îi = 0, wj = sont les équations des 
points à l'inflni dans tes directions de iiy et de dz. 

7. Reconnaître si un plan variable passe par un point lixe. 

— Dans un grand nombre de cas on peut simplement résoudre 
la question en se donnant les coordonnées du plan w, v, lo, r, 
puis écrivant les conditions auxquelles est assujetti ce plan. 
On arrive alors à une relation entre u, w, îu, r et certaines 
quantités constantes, et il suffit de reconnaître que la rela- 
tion obtenue est du premier degré en w, v, w, r. 

8. Exercices. — l" Étant donnés trois âmes de. coordonnées, on 
prend sur Om, Oy, Oj respectivement des points A, B, C tels que 



a étant une constante ; démontrer que le pla> 


^ ABC Pi 


point fixe. 




Soit vx + mj -h icz -i-r — d 




l'équation du plan ARC. 
On aura 




ÔÂ = — -, ÔR= — ^, 


ôc = - 


et par suite 





e qui montre qu3 le plan passe par le point qui a pour coordoiini 
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2" Un trièdre trireotangle tourne uutoiir de son soin 
fixe et situé sur une quadrique. Démontrer que le plan qui contient 
les points de rencontre de la quadrique et des arêtes passe par un 
point fixe. 

Prenons pour origine le point fixe, pour axe des s la normale à 
la quadrique en ce point, les deux autres axes étant rectangulaires 
et situés dans le plan tangent à l'origine. 

Inéquation de la quadrique est 

Aic2 + k'y^ + A":^ + 5Bi/; + ^\i'sx + 2ii"x>j + tC'z = 0. 

Soit un plan 

«œ4-ui/ + lu: H-r = ; 

1g cône qui a pour somme! l'origine el qui s'appuie sur l'intersection 
de la quadrique et du plan a pour équation 

r{Ax''-hAY + A"^^+i^D^ + 2Wia: + 2'B''cq/)—2C~{ux + vy-i-w:) = 0, 

et ii suffit d'écrire que ce cane est capable d'un trièdre trirectangle 
inscrit, ce qui donne 

i<A + A' + A")— 2C"!t- = 0, 
équation tangentîelle d'un point situé sur 0: et dont la cote est 

... âC 

égale a — ■ . ■■ , ,r . 'tt, ■ 
° A + A' + A 

9. De même si Ton veut reconnaître qu'un plan passe par 
une droite fixe, il suffira de montrer que ses coordonnées véri- 
fient deux équations linéaires et homogènes; le plan passera 
alors par les deux points représentés par ces équations. 

10. Équation du point d'inl«rsection de trois plane.— Etant 
donnés trois plans, Pi(wi, v,, w,, s-,), Pa(Mj, uj, Wî,r^), Ps{ut, 
Vi, Wi, S'a), ces plans auront un seul point commun k distance 
finie si le déterminant 



est différent de zéro. On aura l'équation de ce point en écri- 
vant la condition pour qu'un plan (u,v,ic,r) passe par l'in- 
tersection des trois premiers. Cette condition est 
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Un Vî Wi n 



eu développant ce déterminant par rapport aux éléments de la 
première ligne, les coefficients de u, v, iv, r seront les coor- 
données homogènes du point d'intersection. 

Si l'on suppose que le détenninant (3) soit nul, mais qu'un 
des déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire du 
tableau 

soit différent de zéro, les trois plans donnés sont alors paral- 
lèles à une même droite, on peut les considérer comme ayant 
un point unique d'intersection à l'infini, et l'équation (6), dan^ 
laquelle le coefficient de r est nul, est toujours l'équation de 
ce point. 

Si tous les déterminants à neuf éléments qu'on peut déduire 
du tableau qui précède sont nuls, les trois plans donnés pas- 
sent par une même droite, et l'équation (6) est identiquement 
satisfaite, 

11. Etant donnés deux plans non parallèles ayant pour équa- 
tions 

P, = »,!+ »,„ + »,. + r. = 0, 

Pï = U}S; -+- v^y -+■ w-iz + r^ = 0, 
on sait que l'équation générale des plans qui passent par leur 
intersection est 

l\\ -t- (iPa ^ ; 

il en résulte que les coordonnées de ces plans sont de la 
forme J-Wi + jiWî, 'kv, ■+■ [iVs, ^'iv, ■+■ |/îti?, 'l'i -H .w^. 

A toute valeur de — correspond nn plan P passant par 
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la droite intersection des deux plans Pi et Pj ; l'interprétation 
géométrique du signe et de la grandeur de ce rapport s'ob- 
tient aisément de la même manière qu'en géométrie plane. 
[Voir Première Partie (Géom. plane), numéros 12 et 13.] 

On Terra en particulier que la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que deux plans P et P' soient conjugués harmoni- 
ques par rapport aux plans P, et Pa est que les rapports 
- et —7 relatifs à ces deux plans soient égaux et de signes 
contraires . 

12. Repj'ésonfatiou de la droite. — Supposons que Ton ait 
deux équations linéaires et homogènes en u, v, w, r, 

au + èîi + cw -l- dr = 0, 

a'u ■+■ b'v -+■ éio 4- rfi- = ; 

tous les plans dont les coordoimées vérifient cos équations 

passent par les deux points qu'elles représentent; il en résulte 

que ces plans contiennent une droite fixe. 

Nous dirons que ces équations sont les équations tangeu- 
tielles de cette droite. 

Ainsi, une droite est représentée en coordonnées tangen- 
tielles par deux équations, qui, prises séparément, représen- 
tent deux points situés sur la droite, de même que, en coor- 
données ponctuelles, une droite est représentée par deux 
équations, qui sont les équations de deux plans conte- 
nant la droite. 

13. Équation jiênérale ûf.n points aitués sur une droite. — 
Soient 

P = au-i-bv~h civ -+- dr — 0, 

P' — a!u + b'v -h c'w + d'r = 
les équations de deux points A et A' situés sur la droite; nous 
allons montrer que l'équation générale des points situés sur 
cette droite est 

XP+|..P' = U, (7) 

). et [1 désignant des nombres arbitraires. 
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Remarquons d'abord que quels que soient l et ji, l'équa- 
tion (7) représente un point situé sur la droite AA.', car cette 
équation est vérifiée par les systèmes de valeurs de m, v, îv, r 
qui annulent P et P', c'est-à-dire par les coordonnées de tous 
les plans qui passent par la droite AA'; le point représenté 
par l'équation (7) étant situé dans tous ces plans se trouve 
sur la droite. 

11 nous faut maintenant établir que l'on peut déterminer i 
et n en sorte que l'équation (7) représente un point M, choisi 
arbitrairement sur la droite AA'. 

Menons par le point M un plan quelconque ne contenant 
, pas la droite AA' et ayant pour coordonnées Wi, Vi, ivi, ri, et 
déterminons i et |j. de telle manière que l'équalion (7) soit 
vérifiée par ces coordonnées ; on aura 
ÀPi H- ^P', = 0, 
l'i et Pi désignant respectivement ce que deviennent P et P' 
quand on y remplace u, v, lo, !■ par w,, v„ w,, r,. On déduit 
de cette relation 

Ï, = P',, ^=.— P,, 

et en transportant dans l'équation (7), on a 

p;p— p,p' = 0, 

équation qui représente un point situé sur la droite AA' et 
dans le plan {u„ v^, w„ r,). Ce point est donc le point M, et 
la proposition est établie. 
Cette dernière équation peut s'écrire 
p _ P' 
T,~ Fi' 
elle représente un point situé à l'intersection du plan 
(ui, Vi, w„ n) et de la droite qui joint les deux points qui ont 
pour équalioDS 

P = 0, P' = 0. 

Ce résultat est souvent ulilisé. 

14. Condilioti pour que tpols points soient en ligne di'oII«. — 
Désignons par 
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Pi = a^u ■+- èiu + Ciw -+- d,r ^ 0, 
P( = ffljM -t- 6îtn- dw + dif = 0, 
P3 = a^u ■+- b^v ■+■ c-jw -\-dsr = 

les équations des trois points A,, Aj, Aj, 

Si le point A;; est sur la droite A, As, son équation peut 

s'écrire 



XP, + i^P, ^ 



:0; 



cette équation représentant le même point que l'équation 
Pj r= 0, leurs coefficients devront être proportionnels, et on 



^Pi 



-+- [iPi, = — vP, 



Réciproquement, s'il existe trois nombres X, n, v tels que cette 
identité ait lieu, les trois points Ai, A^, Aj sont en ligne droite. 

On tire en effet de cette identité 

— vP3 = XP,H-nP„ 
ce qui prouve que le point A, est sur la droite AiA^, 

On peut donc dire que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les trois points soient en ligne droite est qu'il existe 
trois nombres X, ^, v digérants de zéro en sorte qu'an ait l'idnn- 

).?, + j^P^ + vp, = 0. 
Développons cette identité, c'est-à-dire écrivons que les 
coefficients de u, v, w, r sont nuls ; on a 






-0. 



Xc, ^ 



lè^+vè, = 0, 

iCj + vc, = 0, 
■A,_ + vrf, = 0. 

Pour qu'on puisse trouver des valeurs de X, |^, v non toutes 
nulles vérifiant ces équations, il faut et il suffit que les quatre 
déterminants à neuf éléments i\n'on peut déduire du tableau 



f>> 



yGoosle 



Cela ne fait en réalité que deux conditions distinctes; il 
suffit d'annuler deuK de ces déterminants, pourvu qu'ils con- 
tiennent un même mineur différent de zéro. 

Ainsi, par exemple, si l'on a 



les deux conditions seront 

(!l 6, Cl 

«s b. c= --= 0, 
a, Ih c. 



1^0, 

«, b, d, 

a. bi ck ^ 0. 

a-i b;, di 



15. Exercice. — On donne un triangle ABC et un point quel- 
conque dans l'espace. Le plan passant par le point et perpendicu- 
laire à OA rencontre îe cÔtê BC en A' ; le plan passant par et 
perpendiculaire à OB rencontre CA en B'; enfin le plan passant par 
et perpendiculaire à OC rencontre AB en C. Démontrer que les 
points A', B', C sont en ligne droite. 

Prenons trois axes rectangulaires quelconques passant par le 
point et désignons par {ce,, yi, sj), (ic^, pi, s^), (0:3, j/s, 3s) les 
coordonnées des trois sommais A, B, C du triangle ; alors les équa- 
tions de tes points sont 



Pj = KIC3 -H vya -+■ ic 



r = 0, 

I- — 0, 



Le pian passant par l'origine et perpendiculaire à OA a [ 
données a;,, y,, :^, ; il résuite de la remarque faite c 
numéro 13 que l'équation du point A' est 

um^ + vy-i -+- loSj + r __ ux^ -f- vy., -H wz^ -+- 'r 
a^ia?a -I- yiy-i ■+■ ^1^2 ~ ^la^a + J/if/s ■+■ ^i~z 
qu'on peut écrire en posant, pour simplifier, 

ic,Wî + yi,y,, + Zj,z,, = [pq] = [qp), 
Pi(3l} — P^(12) = 0. 
En faisant une permutation circulaire des indices, on 1 
équations des autres points B' et C, 

P3(12) — Pi(a3) = 0, 
P,(î3)— Pi(31) — 0. 
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En ajoutant membre à membre ces trois équations, on obtient 
une identité, donc les points A', B', C sont en ligne droite. 

16. Plan passant par trois points. ~ Considérons mainte- 
nant trois points non en ligne droite, 

Pi = a,u -+- li,v -+- c,w -+- d^r = 0, 1 

Pj = dîM -H biV + CsW + rfijf — 0, J (8) 

P^ = a^u -+- bsV -+- CiW -+-d3r = 0; ) 

cela revient à supposer que les déterminants à neuf éléments 
qu'on peut déduire du tableau 

Il 11 f>, c, d, 



Il a-i b. Ci di 
ne sont pas tous nuls. 

Dans ces conditions, si l'on résout les équations (8) par 
rapport à u, d, mi, r, on obtient un système de valeurs déter- 
minées à un facteur constant près, et ces valeurs sont les 
coordonnées du plan passant par les trois points. 

On trouve ainsi 





6, ^1 


rf, 






«, 


C, d, 


n=\ 


b, c. 


d, 

d, 




i' = — X 


a-. 


Ci di 
c, d. 




a, b, 


rf, 






«i 


b, c, 


w = X 


a, bi 


d. 




■ = — ). 


«3 


bi C2 




a, b. 


d. 






«. 


b} c,i 


équation c 


c ce pla 


npe 


ut alors 


'écrire 







résultat bien connu. 
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17. Équation générale des points situés dans un plan. — 

Nous allons montrer que l'équation générale des points situés 
dans le plan des trois points A,, A?, A3 représenLés par les 
équations (8) est 

là'i -t- hV.^ + >..P, = 0, (9) 

\< X3, ^3 étant des nombres quelconques. 

Nous désignerons par Q le plan de ces trois points. Remar- 
quons d'abord que quelles que soient les valeurs de ).), l^, X^, 
l'équation (9) représente un point situé dans le plan Q, car les 
coordonnées de ce plan annulent P,, P3, Pj et par suite véri- 
fient l'équation (9). 

Il faut démontrer en outre qu'on peut disposer de X, , Xj, \ 
de manière que l'équation représente un point M choisi arbi- 
trairement dans lé plan Q. 

Pour cela, par le point M menons deux plans quelconques 
(y(w', v', iv', r') et Q'{u\ v", w", r"), et écrivons que l'équa- 
tion (9) est vériliée par les coordonnées de ces plans ; on a 

X,Pî ■+- hP', -t- X,P^ = 0, 
ïiPj + XjP^ + XsP; = 0; 

ces équations déterminent X,, 1^, Xj à un facteur près, et eu 
portant les valeurs trouvées dans l'éqiiation [!)), on obtient 



P 
P 



qui représente un point situé à la fois dans les plans Q, Q' et 
Q° ; ce point est donc le point M, et le théorème est établi. 

Il résulte de là que les coordonnées homogènes d'un point 
quelconque situé dans le plan des trois points sont 
ï,ai -+- Xîiïs ■+■ l^a-i , libi -+- lib^ -t- l-Ai , Î4C1 + îotj + l^C;-. , 

Si l'on désigne par a?;, y,-, s; les coordonnées cartésiennes 
du point A,- {i = i, 2, 3), les coordonnées cartésiennes d'un 
point quelconque M du plan AjAîAj seront 
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XlXi -+■ XaXi + liXi >-i)/i + \y2 - 



ÎÏRIE DANS L ESl'ACE 



'k,Z, -h \Zi ~i- XsSj 



hiî- 



■K 



-l. 



X, - 



■ Xi -1- Xs 



Nous obtenons ainsi une interprétation géométrique des 
nombres X„ l^, \ ; ce sont les nombres qu'il faut faire cor- 
respondre aux points A,, A3, A3 pour que le point M soit le 
centre des distances proportionnelles de ces trois points, ou, 
si l'on veut, ces nombres sont les intensités des trois forces 
parallèles qu'il faut appliquer aux trois points Aj, A3, As pour 
que leur résultante passe par le point M. 



i8- Condition pour que quatre points soient 
plan. — Soient 



dnu 



a même 



1'. 



- d^r = 0, 



P, = a,u -H b.,v -H c,î" + d,r ^ 
es équations de quatre points. 
Pour que ces points soient dans un môme plan, il faut et il 



sufBt que ces quatre éqi 
non toutes nulles en 
donc 



i aient un système de solutions 
', 1-. La condition cherchée est 



On peut aussi raisonner de la manière suivauLc : 
Pour que le point Pj = soit dans le plan qui contient 
les trois premiers, il faut et il suffit que son équation puisse 

Xil'i + XjP.-HÏ^P^ = 0; 
celte équation devant représenter le même point que l'équa- 
tion P., = 0, leurs coefficients seront proportionnels, et ou 

XiP, -^- XjP, + AjPb = — XjP,. 
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Ï>,P| -H hPi -H X3P3 

* que quatre points soient dans 



Donc, pour que quatre points soient dans un même plan, il 
faut et il suffit qu'il existe quatre nombres non nuls X,, 1^, \y, \^ 
de façon qu'on att l'identité qui précède. 

En développant cette identité, c'est-à-dire en écrivant que 
les coefQeients de u. «, vi, r sont nuls, on a quatre équations 
linéaires et lioraogènes par rapport à \, Ij, X,, ï^, dont le 
déterminant doit être nul ; on retrouve la condition écrite plus 
haut. 



19. EKercice, ^ Une droite rencontre les faces d'un tétraèdre 
ABCD en des points A', B', C, D', A' étant dans la face opposée 
à A, B' dans la face opposée à B, etc. Démontrer que les milieua: 
des droites AA', BB', CC', DD' sont dans un même plan . 

Soient m,-, d;, Wf, n [i = i, 2, 3, 4) les coordonnées des faces 
du tétraèdre ; considérons le déterminant 



et désignons par U„ Vi, W;, Ri les coefficients des petites letlres 
correspondantes dans le développement de i. 

Les coordonnées cartésiennes da point A sont alors ^, jt-, tj-^, 
et si l'on prend la droite donnée pour axe des œ, celles du point A' 
sont ~-^, 0, 0, 

Les coordonnées du milieu de AA' sont alors -rirr- -)' 

i VK, M, y 

rW- ' ïïïï" ' ^^ l'équation de ce point s'écrit 



alRi 



H. 



■ Bi 



«(U|it, — Rir,) + iiV,M, + icWitii+2>-R,t!| =; 0, 
Les équations des trois autres points seront 

m{U2"2 ~ Rii-a) -h oVaWa + wWaWj -H tr^^u^ = 0, 
«(Ua", — ^^n) + v\'-^u.i + loWaîta -¥■ 2rRsM3 — 0, 
!i(Uiii4 — Rjn) + oViUi + wWjîit 4- 2rR4«j = 0. 
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Ajoutons ces quatre équations, nous obtenons une identité, car 
SUi«i est le développement de i par rapport aux éléments de la 
première colonne, de même SR,r, = i ; enfin SViUi est égal au 
déterminant A dans lequel on remplace les éléments de la deuxième 
colonne par ceux de la première ; c'est un déterminant qui a deu\ 
colonnes identiques, il est nul. 

Un voit ainsi que les quatre points sont dans un même plan. 

20. Étant donnés quatre points non situés dans un même 
plan et ayant pour équations 

P, ^ 0, V, = 0, i', ^ 0. P., - 0, 

l'équation d'un point quelconque de l'espace peut se mettre 
sous la forme 

Â,Pi + À,P3 + Xal'3 + À,Pj = 0. 

Ce résultat a déjà été établi dans le cas particulier oi:i !<; 
point est situé dans l'une des faces du tétraèdre déterminé 
par les quatre points donnés, car nous avons vu que l'équa- 
tion générale des points situés dans le plan des trois premiers 
points était 

X,P, +/.Pj^-).;,P, = 0. 

Soit un point M quelconque; la droite MPi rencontre le 
plan PiPjP; en un point N, lequel a une équation de la forme 

),,P. + ),ap3-H).,Pj =^ 0. 

Le point M clant alors sur la droite NPi, son équation pourra 
s'écrire (13) 

Ce théorème peut être établi d'une manière dilfcrentc, 
comme on le verra plus loin dans l'étude des coordonnées 
tétraédriques. 

21. De la droite. - Nous avons vu précédemment (12) 
qu'une droite était représentée en coordonnées tangentielles 
par les équations de deux de ses points, 

p = au 4- èi> + au + di- = 0, 
P' = a'u H- é'tn- c'io -h d'r = . 
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Si on élimine u entre ces deux équations, on a 

«F — o'P ^ [ah' — ba')v + {ac' — ca')w + {ad' — da'y = 0. 

Cette équation représente un point situé sur la droite et 
dans le plan des yz ; c'est donc le point de rencontre de ce 
plan et de la droite. 

On obtiendrait de la même manière les équations des points 
de rencontre de cette droite avec les deux autres plans de 
coordonnées en éliminant f et w entre les équations données; 
mais si on élimine f , on obtient l'équafion du point à l'infini 
de la droite 

{ad' — da')u -+- {bd! — dby -i- {cd' — dd)w ^ ; 
il en résulte que les paramètres directeurs de cette droite sont 
adi — da,', bd! — db\ cd' — de' . 

On peut ainsi représenter la droite par deux équations tan- 
gentielles ne renfermant chacune que trois variables. 

Si l'on suppose ah' — ba' -^ 0, la droite ne rencontre pas 
l'axe des %\ on peut résoudre les équations 

p ^ 0, P' =^ 

par rapport à u et w, on a des expressions de la forme 
u — lw\- pr, 

et ces équations représentent les points de rencontre de la 
droite avec les plans des zx et des ?/e. 

Si ab' — ba' = 0, la droite rencontre Oî, et on peut pren- 
dre pour l'une de ses équations l'équation du point de ren- 
contre de cette droite avec Oj, l'autre étant, par exemple, 
l'équation du point de rencontre avec le plan des xy , ou 
encore le point à l'infini. 

22. Coordonnées d'une droite. — Les coordonnées d'une 
droite doivent être des nombres fixant la position de cette 
droite dans l'espace, et ces nombres doivent être choisis de 
telle manière qu'étant donnée la droite, les valeurs corres- 
pondantes de ces nombres soient bien déterminées. 
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Si une droile est définie par les équations de deux de ses 
points, 

P = au-^ljv^cw + dv — 0, 

F' = du -\- b'v ■+- dw + d'r = 0, 
il ne faut pas songer à prendre pour coordonnées de celte 
droite les coefficients qui figurent dans ces équations ; ces 
nombres fixent bien la droite dans l'espace, mais, réciproque- 
ment, étant donnée la droite, ces nombres ne sont pas déÉer- 
minés, puisque ce sont les coordonnées de deux points quel- 
conques pris sur la droite. 

On pourrait choisir par exemple les coordonnées des points 
de rencontre de la droite avec deux plans fixes, deux plans de 
coordonnées si l'on veut, mais cette représentation serait illu- 
soire dans le cas où la droite rencontrerait l'intersection des 
deux plans fixes. 

Ainsi pour les droites qui ne rencontrent pas l'axe Os et qui 
sont représentées par des équations de la forme 

V ^= mw -H çr, 
les nombres l, m, p, q pourraient être pris comme coordon- 
nées, mais il faudrait un nouveau système pour les droites 
rencontrant Oz. 

Ces remarques s'appliquent aussi bien dans la représenta- 
tion de la droite en coordonnées ponctuelles. On sait en effet 
qu'une droite non parallèle au plan des xy peut être définie 
par les équations 

y ^bz^q; 
les nombres a, ô.p, q peuvent être pris comme coordonnées 
de la droite ; mais ce mode de représentation ne s'applique 
plus aux droites parallèles au plan des xy. 

C'est pour ces raisons que PlUckeb a indiqué un système de 
coordonnées de droites, universellement adopté aujourd'hui, 
et qui a le grand avantage de se déduire aussi aisément des 
représentations ponctuelle et tangentielle de la droite. 
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Si l'on désigne par x', y', z' les coordonnées d'un point 
d'une droite et par a, p, f ses paramètres directeurs ('). les 
équations ponctuelles de cette droite peuvent s'écrire 

^ — ^' _. y — y' __ " — "' . 

? Y ' 

il en résulte que les projections de cette droite sur les plans 
de coordonnées ont pour équations 

pz--!y= ps' — Yi/, 



f osons 

■Mj' — pa;' = n ; 
les six quantités a, p, y, /, m, n sont dites les coordonnées 
de ia droite. 
Remarquons tout de suite qu'elles vérifient la relation 

'^ + ™P + "Y = 0, (!) 

et qu'elles ne sont définies qu'à un facteur près ; elles ne dé- 
pendent donc que de quatre paramètres. 

Les projections de la droite sur les plans do coordonnées 
ont alors pour équations 

■fX — as =: m, ) (2} 

■j.y—px = n, ) 
ce qui montre qu'étant donnée la droite, les six coordonnées 
sont déterminées à un facteur près. 

En multipliant ces équations respectivement par x, y, z, puis 
ajoutant, on a 

te -+- my ~\- nz — 0, 

équation du plan passant par l'origine et pai la droite. 

(') C'est-à-dire les coordonnées d'un point quelconque de la parallèle à 
cette droite menée par l'origine. 
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Supposons maintenant qu'une droite soit détlnic par les 
coordonnées homogènes de deux de ses points, a;,, y,, Zi, l, 
et Xî, 1/2, ïj, U. 

Les projections de cette droite sur les plans de coordon- 
nées ont pour équations 



: y(-MU-t,z,] + z{Uy,—ij,t,)+iiy,z,-z,y,] = 0, 



^1 ?/i '1 

Xi, T/2 k 



^œ{y,l,'-t,y^)-hyit,x,— x,l,}-i-i{x,y,-y,x,) = 



En comparant ces équations aux équations (2), on obtient 
des quantités proportionnelles aux coordonnées de la droite ; 



a = l(x,ts—t,X!.), 

p = }:{y,t,— Uy,), 

-!^l{z,U-Uz,}, 

Si l'on rempla( 



ni =: /.[ZfXi — a^iSj), ' 
« = l{x,y, — y,x,). 



e dans les seconds membres x,, y,, z„ (, et 
Xi, yi, s,, h par les coordonnées de deux autres points quel- 
conques pris sur la droite, les quantités a, p, -(, l, m, n 
varient proportionnellement ; on peut le vérifier directement, 
mais cela résulte du calcul précédent. 

Supposons enfin que la droite soit délinie par l'intersection 
de deux plans ayant pour équations 



Wiic + î;,î/- 



= 0, 



T^x -+■ v,>j -h îOiZ -h r^t — 0. 
Formons les équations des projections de cette droite en éli- 
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minant successivement œ, y, z entre les deux équations ; 
on a 

(uiï>î — v,Ui)y 4- {utWi — !(.',Ws)ï 4- (u,i\ — r,Uî)t = 0, 

(uiîfi — u,Vi)x ■+- [ViW^ — iv,vs)z + {vin — r,v^)t — 0. 

(Wi«j — WiWî}»: M- [WiVs — ViWÙy ■+- {v-hr^ — fiWî)( = ; 

comparons encore ces équations avec les équations (2) ; on a 

a = lJ.{v,W3 — W,Vi), l = li{u,n — l'iWs), 

P = n{wiUi — u,Wî), m = \i{v,r^—r,vt), 

y = (i(«,j;j — î)|Wj), Il == [i;(!Uirj — riWs). 

Si l'on remplace dans les seconds membres n„ u,, w„ r, et 
Wj, i>2, Wj, ^a par les coordonnées de deux autres plans conte- 
nant la droite, les quantités a, p, y, /, m, n varient propor- 
tionnellement ; on peut le vérifier directement , mais cela 
résulte du calcul précédent. 

A l'aide do ces coordonnées de îa droite on peut écrire les 
équations tangentielles de la droite analogues aux équations 
ponctuelles (2). Cherchons en effet les équations tangentielles 
des points de rencontre de la droite avec les plans de coor- 
données et le plan de l'infini ; pour cela, éliminons successi- 
vement u, V, VI, r entre les équations tangentielles de la 
droite 



On obtient aisément, en tenant compte des formules (3), 



En résumé, les coordonnées d'une droite sont sis nombres 
«- Pi Ti '< "'i " qu'on peut définir par les formules 
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« = XXil^ — tiXî) = n(u,!Ca — to,v^), 

P = Hyih — t,yi) = ii.(wiUi — u,tVi), 

y = X(ï|(j — t,Zî) ^^ y-{UiV^ — «iWa)t 

l = X{yi:j — 3|i/s) = |i(Mi)-2— r|Ma), 
m —XlZiX^ — XiZ^) = n(ji]î'î — r,Vi), 
n = ),(xii/s — y,Xi) = i>-{ii!ir2 — r.îiij), 

où x„ y„ Si, il et a;^, j/s, Sa, ij désignent les coordonnées 
homogènes de deux points quelconques pris sur la droite, et 
M,, j)|, iU|, n et «s, Oj, iVi, fs les coordonnées de deux plans 
quelconques contenant la droite. 
Ces coordonnées vérifient la relation 
h-i-m^ + n-i = Ù. 
En outre, on peut définir ponctuellement la droite par doux 
quelconques des équations 

•;x — as =: mt, 
■j.y — '^x — ni, 
Ix ■+■ viy -t- nz = 0, 
ou, tangenliellement, par deux quelconques des équations 
mw — «t) = ïc, 
„„ _ iw = pr, 

xu-\-?v-hyw = 0. 

Ces six coordonnées ne peuvent être nulles en même temps. 

Si les trois coordonnées l, m, n sont nulles, on voit que 

!a droite passe par l'origine ; si a, p, f sont nulles, la droite 

est h. l'infini, elle est déterminée alors par les équations 

lx-\~my-^n3 = 0, 

t = 0. 
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23. On démontrera comme au numéro 2 que ies conditions 
géométriques imposées à une droite s'exprimeront par des 
relations homogènes entre ses six coordonnées. 

Exemples. 1. Écrire qu'une droite i rencontre une autre droite û'. 

Soient K, p, y, l, m, n et a', f,', ■['< ^'i ""'i "' 'es coordonnées 
des deux droites; ai l'on désigne par a^i, yi, s, et m',, y',, sj les 
coordonnées cartésiennes de deux points appartenant chacun aux 
droites 4 et i', on sait que la condition pour que ces droites se 
rencontrent est 

I m, —a;', iji—y[ :i — :; 1 



1 tenant compie des formules 
l- p.-, — -fyi, 

l' = P';', — yV,, 



relation homogène et linéaire par rapport aux coordonnées de I 
droite i. 

11. Écrire qu'une droite A est normale à une quadrique. 

Supposons que la quadrique soit un ellipsoïde rapporté à ses axe 
et ayant pour équation 

Les équations d'une normale en un point (œ, y, ^) de cette sui 
face sont 

X-^ Y-!/_Z-: 



, y, s vérifiant l'équation de l'ellipsoïde. 
Or ces équations peuvent s'écrire 



'L^-±^ = ,=il-l^. 



iX-i2 = H3- 



en désignant par a, p, y, l, m, n les coordonnées de cotte n 
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TrEOMETRlE DAf 



'=Hp-i)' 



Les trois équations de gauche donnent 



remplaçons ces valeurs de œ, y, z dans les équatio 
dans l'équation de l'ellipsoïde ; on a 

H^' - &-) _ ï^(''^ - <^h _ ^'^-a^) _ 



ou, en éliminant l, 



M^'- - 






c^TS 



telles sont les conditions cherchées. 

Il n'y a en réalité que deux relations, car si les deux premiers 
rapports sont égaux, ils sont égaux au troisième en vertu de la 
relation (1). 

24. Pour déterminer une droite, il sera nécessaire d'avoir 
quatre relations entre ses coordonnées ; on y joindra l'équa- 
tion (1) et on aura ainsi cinq équations qui détermineront les 
coordonnées à un facteur près. 

Ainsi, pour obtenir les droites qui rencontrent quatre droites 
données ayant pour coordonnées Oj, P;, fj, li, m,-, Wj [i — 1, 2, 



3, 4 



l faudra résoudre les équations 



.i.+ P» 
.L + fv, 



- tta^ + pjm -t- f jH — (', 



1 = 0, 



- fn = 0. 
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25, Si l'on donne une seule relation entre les coordonnées 
d'une droite, il existera une infinité de droites dont les coor- 
données vérifieront cette relation; l'ensemble de ces droites 
constitue ce qu'on appelle un complexe, dont le degré est par 
définition le degré de la relation donnée, supposée algébrique, 
entière et homogène. 

L'équation générale du complexe du premier degré ou 
linéaire est 

.\i+Blî + Cï + l«+KmH-Fn = 0. [i) 

Dans le cas particulier oii l'on a 

AD-hBE + CI' = 0, 
on peut considérer les quantités A, B, C, D,E,F comme les 
coordonnées d'une droite û ; la condition (4) exprime que les 
droites du complexe rencontrent la droite i, et que, réci- 
proquement , toule droite qui rencoiilre i appartient au 
complexe. 

On dit alors que le coinplexe est spécial, et l'on peut consi- 
dérer la relation (4) comme l'équation de la droite en coor- 
données de droites. D'une manière générale on appellera équa- 
tion d'une surface ou d'une courbe en coordonnées de droites, 
la condition pour qu'une droite soit tangente à une surface ou 
rencontre la courbe. 

On verra aisément que les équations en coordonnées de 
droites de l'ellipsoïde 

^ + -L + A- — i -- 0, 
n' 0' c- 

ou de l'ellipse 



sont respectivement 

a' 0' c- Xb-c' c'a' a'Ir/ 
l' -ni? \ „ 



-(^ 
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la seconde pouvant d'ailleurs se déduire de la première en 
faisant c = 0. 

Mais il est essentiel d'observer que ces équations représen- 
tent des complexes particuliers ou spéciaux; en d'autres 
termes, toutes les droites d'un complexe ne sont pas en 
général tangentes à une surface ou ne rencontrent pas une 
ligne, et par conséquent toute équation homogène entre les 
coordonnées d'une droite n'est pas l'équation d'une surface 
ou d'une ligne. 

Ainsi l'équation (4) ne représente une droite que si 
AD-t-BR+CP = 0. 

26. Théorème. — Par un point de Vespace il passe une infinité de 
droites appartenant à un complexe linéaire ; toutes ces droites sont 
situées dans un même plan. 

Soit A= + B^ -1- Ct + D2 + Em + F,i — 

l'équation du complexe, et P(a;', y', z' , t') le point donné. 

Par ce point menons une droite quelconque sur laquelle nous 
prenons un point M{x, y, ;, t) ; les coordonnées de celte droite sont 
alors, à un facteur près, 

a — mt' — ix', l = yz' — zy', 

p ^ j/i' — (!/', m =^ zs^ — les', 

Y = si' — îî', n = xij' — yœ', 

et poui- que cette droite appartienne au complexe, il faol qu'on ait 

AK - i^') + B[!>f - ly') + C(.C - (:•) + D(!/=' - =-/') 

+ E'sœ' — œï') -+-F [ay' — yx') = ; 
cette équation représente un plan qui est le lieu que doit décrire le 
point M pour que la droite PM appartienne au complexe. Or ce plan 
passe par le point P, il est donc le lieu des droites du nomplese qui 
passent par le point P. 

27. TiiÉOBEMË. — Dans tm plan quelconque il existe une infinité de 
droites appartenant à un complexe linéaire ; toutes ces droites passent 
par un même point. 

Soit P(m', t>', w', r') le plan donné. Un plan quelconque 
Q(«, V, 10, r] coupe le plan P suivant une droite ayant pour coor- 
données 
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Pour que cette droite appartienne au complexe, ii faut qu'on ail 

A(„„,' _ v:v'] + Hivrn' - tcw'] + C{uo' - W) + Dl^»-" - ru') 

Cette équation représente un point, par lequel doit passer le 
pian Q pour que la droite intersection des deux plans P et Q 
appartienne au complexe. Or ce point est dans le plan P, donc 
toutes les droites du plan P qui appartiennent au complexe passent 
par un point fixe. 

28. Si l'on donne maintenant deux relations entre les coor- 
données d'une droite, il existe encore une infinité de droites 
dont les coordonnées vérifient cette équation ; l'ensemble de 
ces droites constitue une congntence. En somme on peut dire 
qu'une congruence se compose des droites communes à deux 
complexes. 

Les droites d'une congruence dépendent de deux para- 
mètres variables, tandis que celles d'un complexe dépendent 
de trois paramètres. 

Ainsi les tangentes à une surface forment un complexe, 
tandis que les normales constituent une congruence. 

Enfm, toutes les droites dont les coordonnées vérifient trois 
relations appartiennent à une surface réglée. 

29. Pour traiter les questions d'angles et de distances en 
coordonnées tangentielles, on peut utiliser les formules con- 
nues, dont l'application n'offre aucune diflîcuUé. 

Si l'on veut obtenir, par exemple, la distance du point qui a 
poui' équation 

au + bv-h av +dr = 

au plan qui a pour coordonnées «i, v,, w,, r^, il suffit de 
remarquer que les coordonnées cartésiennes du point sont 

— 1 - ' -r ' de sorte que la distance cherchée est, si les axes 
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sont rectangulaires, 



(iF.OJIETniL DANS 1. lïSPACE 



' d 


d ' 


' d 


±41 


! + " 


+ »■! 


au, -^ bv 


+ c;( 


,+*, 



= d^u\ ■ 

30. Dislaime d'un iioint à une droite. — Supposons qi 
droite soit (iélinie par les deux équations 

am 4- 6,î) -h C|W -t- d,r = 0, 
ûjU -+- i^ji + Ca!(! -H t/j)' = 0, 
et désignons par x', if, z' les coordonnées du point. 
Les équations ponctuelles delà droite peuvent alors s'é' 



el, d'après une formule 
donnée par la relation 



, la distance chercliéc S est 



Wj dj \d, dJ \(l, dj 



^-(--ï)a-l)-(»' 


dj\d, 


-!)• 


V (t "'V'' '•\ (-< 


»,\/«, 


o.\ 


^ {' dJU dJ [• 


d,)\d, 


A/' 


-(»'-è)S-î)-('' 




d,) 


Si l'on introduit tes coordonnées a 


P, T. ', 


m, ,1 do 


droite, on obtient 






„ (P«'-w'-i)' + (ïi"-«ï"-" 


■-1' («;;'- 


-Pi'~.i)' 
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31. Plus courte distance de deux droites. — Supposons les 
deux droites délerminêes par leurs coordonnées 

4(ï, p, Y, l, m, n) et i'(=i', p', y', f , m', n'). 

On sait que la plus courte distance des droites qui sont 
définies par les équations 

3^~'^i _ y — yi ^ s — ^1 

^ — a:'. _ ^ — y'. _ ^"^i 



-î/, ? 



en développant le numérateur comme au numéro ^ 
distance devient 

al' + \im' + in- + g'/ + ?'m + 1'» 



EXERCICES ET NOTES 



i. Lorsque dans un tétraèdre deux arêtes sont respeclivemenl 
perpendiculaires aiua arêtes opposées, les deux autres arêtes sont 
également perpendiculaires entre elles. 

Soient m,, vi, v>i, n les coordonnées d'une face Pi (i = 1, 2, 3, 4). 
Pour que les arêtes, intersections de P|, P^ et de P^, Pi, soient per- 
pendiculaires, i! faut qu'on ait la relation 
{uiWj — ioiiia)(o3iOi. — lOjt'il + (ioi«j — UiWi){iOiU/, — îi^wO 

+ (U,Vi - V,Ui){UiVi — B^lii) — 0, 

qu'on peut écrire, en désignant par [y) la somme UiUj + ViVj + wnoj, 

(I31{34)-(14)(S3) = 0. 

De même, pour que les arêtes, interseclions de P|, P; et de Pj, Pj, 

CIJORDOKNÉES. — I 3 



y Google 



34 COORnOKNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPAGE 

soient perpendiculaires, il faut qu'on ail 

{I2K34)- (14}(a3) = 0. 
On en déduit 

(131(24) -(ia)(34) = 0, 
ce qui prouve (|ue les arêtes Pi, P4 et Ps, P3 sont perpendiculaires. 

2. Lorsque dans un tétraèdre les arêtes opposées sont perpendicu- 
laires, les gtiatr/'. hauteurs se rencontrent en un même point. 

En désignant par P; l'expression wja; + v,y h-ikjj + n, on voit 
aisément que la hauteur perpendiculaire à la face Pi a pour équa- 
tions ponctuelles 

A- _El- A 
(12) -(13) -(14)' 

On forme de même les équations des autres hauteurs, et en tenant 
compte des conditions de l'exercice précédent, on voit que ces droites 
passent par le point qui est défini par les équations 

Pi _ Zl _ _Pl- A 

(1^)(I3) ~(12)-(13) (14," 

(a3) 

La réciproque est vraie. 

Un tétraèdre dans lequel les hauteurs passent par un même point 
est appelé tétraèdre orthocentrique, et le point de rencontre des hau- 
teurs s'appelle Vorthocentre. 

Z. Dans un tétraèdre orthocentrique, les perpendiaulaires communes 
aux arêtes opposées passent par l' orthocentre. 

4. Soient Pi, P^;, P3, P.i quatre fonctions linéaires, homogènes et 
indépendantes par rapport à u, v, w>, r ; en égalant ces fonctions à 
zéro, on a les équations de quatre points non situés dans un même 
plan. 

Considérons les quatre droites représentées par les équations 

^ = ^ = ^, (i.) 

au ais au 
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Nous nous proposons de démontrer que ces quatre droites sont 
sur un hyperboloïde si l'on a 

quels que soient s et j. 

La droite A| est située dans le plan des trois points Ps, Pj, P4 ; 
une droite quelconque rencontrant ii a pour équations tangen- 
tielles 

X.Pi =).,lPj-X,P4. 

Cherchons à déterminer la, X3, Xi do manière que cette droite 
rencontre ij, ij et ii. 

[le ces dernières équations on tire 

. .. >.. . 



et, en remplaçant dans les équations de a^, Ai, Ai, on trouve 
ment les conditions suivantes : 



Si l'on a 

on pourra prendre 



\ K >■■- 



et les quatre droites données seront rencontrées par la droite 

ûsiPi = ûi^Pa = a.,^Pi- (Di) 

On verrait de m6me que ces quatre droites sont rencontrées par 
les droites 

«jiP, = a,,?, = a.y,\\, (Da) 

«isPi = OatPi = û4,Pj, (Ds) 

«33p. = «s.p==-«iîP.. (ao 

11 en résulte que les quatre droites i constituent quatre généra- 
trices d'un même système d'un hjpeiholoide, et Ton voit de plus 
que les quatre droites D sont quatie genéiatnces de svstème diffé- 
rent de la même surface. 

Un raisonnement analogue montrerait que le résultat subsiste 
dans le cas où Pj, Pa, P3, P^ désignent des fonctions linéaires et 
homogènes de œ, y, z, t; les droites sont alors représentées par des 
équations ponctuelles. 

On voit, en particulier, en se reportant à l'exercice a, que les 
quatre hauteurs d'un tétraèdre quelconque sont sur un hyperbo- 
loide . 
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5. Étant donnés tin triangle ABC et un point dans l'espace, on 
mène par le point le plan conjugué de OA par rapport à un 
cône r de sommet 0, ce plan rencontre BC en A' ; on mène ensuite 
par le point le plan conjugué de OB qui rencontre <1A en B'> 
enfin le plan conjugué de OC qui rencontre AB en C. Démontrer 
que les points A', B', C sont en ligne droite. 

On emploiera l;i même mélhode que dans l'exercice résolu au 

En désignant par 

?(^, y, ^)=^0 
l'Équation du cône r, le plan conjugué de OA a pour équalion 

6. On coupe une pyramide triangulaire SABC par un plan qui 
rencontre les arêtes SA, SB, SC respeativement en A', B', C. 
Démontrer que les trois droites, intersections des couples de plans 
(BCA', B'C'A), (CAIS', C'A'iî), (ABC, A'B'C), ^ont dans un même 

7. Si deuD tétraèdres ont leurs sommets deux à deux sur quatre 
droites concourantes, les faces correspondantes se coupent suivant 
quatre droites situées dans un même plan, et réciproquement. 

8. On donne un trièdre Oa^ys, un triangle ABC itont le plan 
passe par le sommet du trièdre et un plan P. On prend un point 
M quelconque dans le plan P ; le plan MBC coupe Oœ en a, le plan 
MCA coupe Oy en p, le plan MAB coupe 0: en y ; démontrer que le 
plan a'^-f passe par un point fixe. 

Prenons les arêtes du trièdre Oxy: comme axes de coordonnées ; 
nous supposons que les côtés du triangle ABC sont à l'intersection 
du plan du triangle 

Q-a^-i-by + c^^O 
et de trois autres plans, 

P, =a,^ + h>J + c,^ + d, =0, 
[\ - a,x + hy + c,: + d^ = 0, 
P, = a,x + b.,y + c^z + dj = 0, 
qui passent respectivement par les côtés BC, CA, AB. 

Soit ux + «r/ -I- loî + )- = 

réquafion du plan i^,-; ; le point a a pour ahscif^so — ^ , le [>lfin 
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mBC 3 pour écniaiion 

Q ^ P. . 

de inùme les plans ?CA et fAB ont respectivement pour équations 
Q ^ P. 

— br — ("v + rfjU ' 

U ^ P, 

Tout revient à écrire que ces trois plans se coupent en un point 
situé dans un plan donné P. 

Les coordonnées du point de rencontre vérilient les équations 
_Q_ _ «Pi __ 6Pa _ ePa 

!■ a^r — diu, ôj) (/a» ~~ c^r — rfjw ' 

or l'équation d'un plan quelconque peut s'écrire 
/'Q + ?Pi + mPi + np3 = ; 
on iiura donc îa condition 

ce qui montre que le pian ap-f passe par un point lîxc. 

9. On donne un plan P et une oblique OA ; par cette oblique et 
par une éroite quelconque OB du plan P, on piit passer un plan, et 
l'on mène dans ce plan la perpendiculaire OG à la droite OB ; puis 
on fait, dans le plan P, l'angle BOD égal à un angle donné. 
Démontrer que le plan COD passe 'par une droite fixe. 

iO. On donne une sphère S, un plan P et un point A. Par le 
point A on mène une droite quelconque, qui rencontre le plan I' au 
point B. Sur AB comme diamètre on décrit une sphère. Démontrer 
que leplan radioal des deua: sphères passe par un point fixe. 

Soit wœ + «y + w^ -H r — 

l'équation du plan radical; si S = désigne l'équation de la 
sphère donnée, la sphère variable aura une équation de la forme 

^ + -k{ux -{- vy + wz +r) — 0; 
on écrira que cette sphère passe par le point A, et que si l'on joint 
le centre au point A, la droite obtenue rencontre le plan P en un 
point symétrique de A par rapport au centre. 

On aura deux relations entre lesquelles on éliminera X, et il res- 
tera une équation du premier degré par rapport à u, v, w, r. 
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11. On donne une sphère et un plan; si l'on décrit une sphère 
q^tielconque touchant le plan en un point donné, le plan radical des 
deucû sphères passe par une droite fixe. 



12. Si un cône ayant pour sommet le centre d'un elîipsdide et pour 
base une section plane, coupe suivant un cercle le plan tangent à 
Pune des emlrémitês du grand axe, le plan de la section passe par 
l'une ou l'autre de deux droites fixes situées dans le plan de l'axe 
moyen et du petit axe. 

13. Si d^un point on abaisse des perpendiculaires sur trois dia- 
mètres conjugués quelconques d'un ellipsoïde, le plan mené par les 
pieds de ces perpendiculaires passe par un point fixe. 

Prenons pour ases de coordonnées les axes de l'ellipsoïde, etsoil 



l'équation de cette surface. 

Soit (ia!-+-)ii/ + ic; + r = 

l'équation d'un plan (J passant par les pieds des perpendiculaires 
menées du point donné V(x„, g„, s^) sur trois diamètres conjugués. 
Ces trois points sont situés sur la sphère de diamètre OP, 

x^ + y^ + s^ — xxa — yija ~ ''a = ^■ 
Il nous suffira d'écrire que le cône ayant pour sommet l'origine 
et s'appuyant sur le cercle section de la sphère par le plan Q 
contient trois diamètres conjurés de l'ellipsoïde. 
L'équation de ce cône est 

r[x^ + yî -H :2) + [ioXf, + yy^ -1- zz^)(iue + ci/ + wz) = 0. 
Pour qu'il contienne trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde, il 
faut qu'on ait 

()--l-t(fl?(,)a^4-(r + uyt,)ù2 + (r + iu3o)'^^ — 
ou 

wa^ico -H vbHj„ + wc^^o -h r[ai + 6^ + c=) = 0. 

Le plan Q passe donc par le point qui a pour coordonnées 



14. Si d'un point on abaisse des perpendiculaires sur tr 
diamètrausr, conjugués quelconques d'un ellipsoïde, le plan 
les pieds de ces perpendiculaires passe par un point fixe. 
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15. On donne une surface du second ordre B, un point fixe A 
sur cette surface et une conique G située dans un plan P, Les trois 
droites qui joignent le point A aux sommets Ai, Au, Aa d'un triaiigle 
T situé dans le plan P rencontrent respectivement la surface en des 
points ai, aa, as autres que A. Bémontrer que le plan ai«2(is passe 
par un point ficûe M quand le triangle T se déplace dans le plan P en 
restant conjugué par rapport à la conique C. 



16. Interpréter géométriquement le signe du premier membre de 
l'équation tangentielle d'un point. 
Voif première parlie [Géom. plane), n" 20. 



17. Note sur le complexe linéaire, — Le théorème établi 
no 20 nous montre que toutes les droites du complexe qui 
par un point M sont situées dans un plan P qui contient le 
point M; d'après le théorème du n" 37, les droites du complexe 
situées dans le plan P devant passer par un point de ce plan, pas- 
seront parle point M. 

On dit que le point M est !e pôle (ou le foyer) du plan P, et que 
le plan P est le plan polaire {ou le plan focal) du point M. 

Si le point M a pour coordonnées ic', i/, s', t', l'équation du 
plan P est (26) 

A(^!' - to') + B(yi' - a/') + C{:i' - fe') 4- D(;/V - ^y') -\- E[zx' - j:z'] 
+ F(3'(/' — !/ai') = ; 
les coordonnées de ce plan sont donc 

«■ = ly — E;' + Af, \ 
v' = ~FiB' + Dy+Bi', / 
w' = 'Eo:'-J)g'-i-Ct; { 



(1) 



Si l'on se donne les coordonnées u', v', w\ r' du plan P, l'équa- 
tion de son pôle est (27) 
Mvw' - ^W) + Bhou- - W) + C(t«' - vu-) + mur - ru') 

+ E(«r' - n.'} + F(»r' - ru,') = ; 
les coordonnées de ce point seront alors 

œ' = Gv' — Bio' + Dr', ^ 
1/ = — Cu' -h kw- + Er', / 
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On peut d'ailleurs vérifier analjtiquement que si AD + BE 4 Gif' 
n'est pas nul, les sysièmes (i) et (2) sont équivalents. 

Si le point M décrit une droite i, le plan polaire P tourne autour 
d'une droite Ai ; cette propriété résulte immédiatement des équa- 
tions (!), mais on peut l'établir géométriquement de la façon sui- 

Prenons deux points M et M' sur une droite A ; les plans polaires 
P et P' se coupent suivant une droite ij. ■ Prenons un point quel- 
conque N sur Al ; les droites KM et NM' appartiennent au complexe ; 
par suite, N est le pôle du plan NMM'. Il en résulte que si l'on joint 
le point N à un point quelconque M' de la droite i, la droite NM" 
appartient au complexe, donc le plan polaire de M" passe par le 
point !N ; le point N étant choisi arbitrairement sur Ai, on voit que 
le plan polaire de M" contient la droite Ai. 

Mais ce raisonnement prouve de plus que les plans polaires des 
points de àj tournent autour de A; on en conclut le théorème sui- 

Si un point décrit une droite A, sort plan polaire décrit tme droite 
Al, et, réciproquement, si un point décrit Ai, son plan polaire tourne 
autour de A. 

Les droites A et A «ont appelée* droites conjuguées par rapport au 
complexe elles jo ssent de propr étés fort remarquables 

On de 1 tre se ne t { ai exen pie qi e toute dro l p c 
trant deux dro tes coi juguées app t eut au co iplete que toute 
droite du co 1 ptexe qi re c ntre une d o te rencontre s<» oij guée 
que toute dro te qu coii cide i ec sa conj guee appa t ei t ai 
complexe et 

Si ut pla se lepl ce pa allèlen e l h l ene e le le ses 
pôles estt e d ote 

En effet on peut supposer que le plan pa* e pai ine d le fxe 
située a 1 ntim «on pûle dêci t la conjuguée de cette dro te 

On appelle dian et e du co npleie toute d oite conjuguée dune 
droite à I mf i tous les d ametres ont pirallèles cir h pissent 
par le pôle du plan de 1 nfni el ce p le e t 1 nfin 

On appelle u e du omple\e un d a lètre peipendic la re i h 
direct le «ies plans conj é c st à d re des p h s doi t il est 
le lieu des pôles 

Cherchons les equat un de I sel complexe 

Consdérois pour cela u ph fu se depi e | rail le nt a 
lui-même, 

Mœ-t-Dy + W3 + 1 = 0; 

les coordonnées cartésiennes de son pôle se déduisent aisément des 
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_ Bu — Av-hn \ 

" ~ Dw-hEo + Flu* 1 

On voit que si X varie, ce poioL décrit une droite dont les paramè- 
tres directeurs sont D, E, F. 

On aura les équations de l'axe en remplaçant dans les Équa- 
tions (3) u, 11, tu respectivement par D, E, F ; on obtient 

_ CE — B¥ + DX 



D2 -[.- 1*:^ -f- F^ ' 


_CD + AF + ia 


D^ -h E^ + F^ 


BR — AE + n 



'- D^ + E^ + F^ 
Supposons qu'on prenne cctîe droite pour axe 0: ; 
CE — BF = 0, Cl) — AF = 0, D = 0, 

et comme F doit cire différent de zéro, on aura 

A =: 0, B = ; 

par suite l'équation du complexe aura la forme simpi 
0-f + Fm = 



k désignant une constante. 

A 1 aide de oettf eqiiitLon w peut se rendre compte de la position 
des droites du complexe par rapport à l'axe, 

Poui que la dioile joignant deux points (œ, y, 3) et (a^, y', z'j 
appartienne au complexe, on doit avoir 

■"/ — ya;' = h(z — js'). 
On \oii immediLttement que si une droite appartient au complexe, 
elle ne cessera pas d'y apparlenir si on augmente de la même quan- 
tité les a de tous ses points, c'est-à-dire si on la déplace parallèle- 
ment à elle-même dans un pian parallèle à Os. 

De même, si une droite appartient au complexe, il en sera de 
même de foules les droites obtenues en faisant tourner cette droite 
autour de 0;. 



y Google 



42 COORDONNÉES T AN GENTI ELLES,— GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE 

Il suffira alors d'étudier la position des droites du complexe qui 
rencontrent une droite quelconque perpendiculaire à l'axe, droite 
que l'on peut prendre pour axe des ar. Le plan polaire d'un point 
(»', 0, 0) de cet axe a pour équation 

j/œ' 4- ft; ^ ; 
ce plan passe par l'axe des a; et fait avec le plan mOy un angle <; 
déterminé par la relation 

on en déduit immédiatement la variation de u. 



y Google 



CHAPITRE II 
GÉMÉRALITÉS SUR LES SURFACES 



32. On saif que la condition pour qu'un plan 

iix + vy + îvz ■+■ ri = 
soit tangfint h une surface 

fi', y, '.') = « 

est en général exprimée par une relation homogène entre les 
coordonnées u, v, w, r du plan ; cette relation s'obtient en 
éliminant x, y, a, ( entre les équations 

A = il = il = Z'_ , 

uic H- ï;)/ + ws + rt = 0. 

L'équation qui en résuite, 

o(u, V, w, r) r= 0, 
est ce qu'on appelle l'équation tangentielle de la surface. 

Nous verrons plus loin qu'il existe des surfaces qui sont 
telles que la condition pour qu'un plan soit tangent à l'une 
d'elles s'exprime par deux relations entre les coordonnées du 
plan ; les surfaces coniques et cylindriques, par exemple, sont 
des cas particuliers de ces surfaces. Il est clair en effet que 
pour qu'un plan soit tangent à un cône, il faut d'abord qu'il 
passe par le sommet du cône et en outre qu'il rencontre le 
cône suivant deux génératrices confondues. 

Nous appellerons surfaces dévelojjjjables les surfaces qui 



y Google 



44 COOHDO.N.SÉliS TA?,GENTLELLES, — Gr:OMETR[E DANS l'eSI'ACE 

jouissent de cette propriété, c'est-à-dire qui ont deux équa- 
tions tangenti elles. 

33. Où dit qu'un plan est tangent à une ligne, quand il passe 
par une tangente n cette ligne. 

Il est aisé de voir que la condition pour qu'un plan soit tan- 
gent h une ligne s'exprime par une relation entre les coordon- 
nées du plan. 

Si l'on suppose en effet que les coordonnées x, y, z d'un 
point de la ligne soient fonctions d'une variable w, on devra 
avoir 

ux -H vy -h wz -h r = 0, 

dx dy 

et en éliminant o> entre ces deux équations, on aura la rela- 
tion cherchée. 
Si la ligne est définie par l'intersection de deux surfaces, 

/■(X, Y, Z) = 0, 

y(X, Y, Z) = 0, 
on écrira que le plan (w, d, w, r) passe par l'intersection des 
plans tangents aux deux surfaces au point (a:, y, z) ; on aura 
ainsi deux relations obtenues en annulant deux détermi- 
nants à neuf éléments tirés du tableau 

A r, A r. 



on y joindra tes équations 

/■(», y, !) = 0, ,(i, y. î) = 0, 

et, en éliminant x, y, a entre ces quatre équations, on aura la 
condition cherchée. On dira que cette condition est l'équation 
tangenticlle de la ligne. 

34. Dans le cas iiarticulier où la ligne est plane et est située 
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dans le plan des xy par exemple, son équalion tangenlielle, 
c'est-à-dire la condition pour qu'un plan 

ux + vy + wz-hr = 
soit tangent à cette ligne, est la même que la condition jioui' 
que la droite 

ux^vy + r^ 

du plan des xy soit tangente à la ligne. 
Ainsi l'équation tangentielle de l'ellipse 



est 

nV + 6V — )-^ ^0. 

On a un résultat analogue si la courbe est située dans un 
autre plan de coordonnées ; par exemple, l'équation tangen- 
tielle de la parabole 

„a _ 2^j^ ^0^ ?/ = 

est 

pw^ — 'iiir —. ; 

c'est la condition pour que la droilc 

ux + tvz^T^Q 
située dans le plan des zx soit tangente à la parabole donnée 
dans ce même plan. [Voir Première Partie [Géom. plane), 
n" 40.] 

35. Réciproquement, étant donnée une équation homogène 
par rapport à w, v, w, r, nous allons chercher à quelles con- 
ditions géométriques sont assujetlis les plans dont les coor- 
données vérifient cette équation. 

Nous examinerons d'abord quelques cas particuliers. Sup- 
posons en premier lieu que l'équation ne renferme que deux 
variables, u et r, par exemple, 

/(,,, r) = 0. 

Le premier membre de cctic équation est décomposablo on 
un produit de facteurs linéaires de la forme ua-hi'l>; en 
égalant un de ces facteurs à zéro, on obtient l'équation d'un 
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point situé sur l'axe des a;, d'abscisse -r si b^D, à l'iii- 
flni sur cet axe si 6 — 0. 

Il en résulte que l'équation proposée représente un ensem- 
ble de points situés sur Ox, réels ou imaginaires, h. distance 
finie ou infinie. 

De même, toute équation de la forme 

/■(■>, >•) = 

représente un ensemble de points situés sur Oy, ..., etc. 

Si l'équation ne contient pas la variable r et renferme seu- 
lement u et V, elle représentera un certain nombre de points 
à l'inflni dans le plan des xy. 

On peut dire d'une manière générale que si P et Q dési- 
gnent des fonctions linéaires, toute équation de la forme 

/■(P, Q) - 0, 

homogène par rapport i P et Q, représente un ensemble de 
points situés sur 3a droite Joignant les deux points 

P =-0, Q = 0, 

car le premier membre de l'équation précédente est dccompo- 
:sable en un produit de facteurs de la forme aP + l/Q. 

36. Examinons maintenant le cas où l'équation renferme 
seulement trois variables, u, v, r, par exemple. 
Pour que les coordonnées d'un plan vérifient l'équation 

A",»,>-) = o, 

il faut et il suffit que la trace de ce plan sur le plan des xy 
soit tangente à une certaine courbe, qui aurait pour équation 
tangentielle dans ce plan l'équation donnée, et dont l'équation 
ponctuelle s'obtiendrait en éliminant w, v, r enLre les équa- 
tions 

A _ A _ a:- 



Il en résulte que l'équation donnée est l'équation tangen- 
tielle d'une courbe située dans le plan des xy. 
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On verrait de la même manière que les équations 
o{u, m, r) = 0, 'k{v, tu, r) ^ 

sont les équations tangentielles de courbes situées dans les 
plans des zx et des yz. 

Enfin, considérons une équalion ne renfermant que les 
variables u, v, v), 

f(v, ,, w) = 0. (1) 

Si les coordormées d'un plan vérifient cette équation, il en 
sera de même pour tout plan parallèle ; on en conclut que 
pour étudier géométriquement l'ensemble de ces plans, on 
peut considérer seulement ceux qui passent par un point fixe, 
l'origine des coordonnées, par exemple. 

Nous allons démontrer que ces plans sont tangents à un 
cône, et pour cela, nous chercherons l'enveloppe de leurs 
traces sur un plan parallèle au plan des nj, 

Considérons une droite de ce plan, 

ux + !!!/ -H i- = 0, : — A = 0. 

Le plan passant par cette droite et par l'origine a pour équa- 
tion 

pour que ses coordonnées véritient l'équation (1), on doit 

/("..,i)=0. (.2) 

On voit que les traces de tous les plans considérés sur le 
plan s — /( =0 enveloppent une courbe de ce plan ayant 
pour équation tangentielle l'équation (2). 

Tous ces plans sont donc tangents à un cône ayant pour 
sommet l'origine et pour directrice cette courbe. 

On en conclut que l'ensemble des plans définis par la rela- 
tion (1) se compose de tous les plans tangents à ce cône et de 
tous les plans parallèles à ces plans tangents. 

On peut donc considérer tous ces plans comme passant par 
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les tangentes de la courbe, intersection du cône et du plan de 
l'infini ; ces plans seront tangents à une courbe située dans 
le plan de l'infini, et l'équation (1) sera l'équation tangentielle 
de cette courbe. 

37. Plus généralement, si l'on désigne par P, Q, il trois 
fonctions linéaires et homogènes de u, v, w, r et telles que 
les points représentés par les équations 

i> ^ 0, Q ^ 0, R = 

ne soient pas en ligne droite, toute équation de la forme 

/■{P, Q, R) = 0, (3) 

homogène par rapport à P, Q, R, représente une courbe située 
dans le plan des trois points. 

En effet, une droite quelconque A du plan PQR rencontre la 
droite PR en un point A et la droite QR en un point B, ces 
deux points ayant respectivement pour équations 

A = P — IR r= 0, B = Q— fiR = 0; 

pour qu'il existe des plans appartenant à l'ensemble défini 
par l'équation (3), et passant par les points A et B, il faut que 
les trois équations 

/■(P, Q, R) r^ 0, 

P — ),R = 0, 

Q — ^li-0 
aient un système de solutions eomumnes, .ce qui donno la 
condition 

Ai, 1-, 1) = 0. 

en écartant la solution évidente fournie par le plan des trois 
points. 

On voit ainsi que les traces sur le plan PQR des plans de 
l'ensemble (3) doivent satisfaire à une condition; ces droites 
enveloppent donc en général une certaine courbe située dans 
le plan PQR, et tous les plans de l'ensemble doivent passer par 
les tangentes de cette courbe. 

Il en résulte que l'équation (3) est la condition pour qu'un 
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plan soit tangent à une courbe du plan PQR, c'est donc l'équa- 
lion tangentielle de cette courbe, 

38. Il nous reste maintenant à examiner le cas général où 
l'équation donnée renferme les quatre variables u, v, w, r. 
Nous commencerons pour cela par rappeler la théorie des 
enveloppes des surfaces. 

Enveloppes des surfaces. — Considérons un ensemble de 
surfaces définies par l'équation 

/■(.T. y, 1, 1) = 0, (1) 

oii ^ désigne une variable arbitraire. 

Soit S une surface particulière de l'ensemble, relative à la 
valeur \ du paramètre et ayant pour équation 

/(i, y, .-, ),) = 0. (S) 

Donnons à \ un accroissement iniimment petit h, et consi- 
dérons la surface S', 

A», !/,!,), + *) = 0. (S') 

Les surfaces S et S' se coupent suivant une certaine courbe 
C; si h tend vers zéro, la courbe G a en général une position 
limite C sur la surface S qu'on appelle la caractéristique de 
cette surface. 

Le lieu engendré par cette caractéristique quand \ varie est 
ce qu'on appelle l'enveloppe des surfaces représentées par 
l'équation (li. 

Pour obtenir l'équation de l'enveloppe, remarquons que la 
courbe C peut être définie par les équations 
/■(A y, z, \] = 0, 

h ' 

(|uand h lenfl vers zéro, le premier membre de la seconde 
équation a pour limite fi(x, y, z, \) ; il en résulte que la 
courbe C a pour équations 

/■(i, !/, z, 1.) = 0, 

ni', y, 2, )'.) = 0. 
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On aura donc l'équation de l'enveloppe en éliminant \ 
entre ces deux équations, ou, ce qni revient au même, en éli- 
minant X entre les deux équations 

f{x, y, ., ),) = 0, 
fi{x.y,z,l)=0. 
Les surfaces représentées par l'équation (1) sont appelées 
surfaces enveloppées. 

39. Théorème. — L'enveloppe est tangente à chaque surface 
enveloppée en tous les points de la caractéristique. 

Soit f{x, y, z, \) = 

l'équation d'une surface enveloppée, et désignons par x', î/, z' 
les coordonnées d'un point M de la caractéristique ; on aura 
alors 

f(x', y', s', ).,) = 0, ) 

/V, y', '', \) - 0, i 

et le plan tangent à la surface enveloppée au point x', y', z' a 
pour équation 

(x-x')r.{^\ y': -^\ \) + (?/ -y')A(^. y'. -^\ \) 

^{z-z')n{!v',y\z',\) = 0. 
Cherchons maintenant le plan tangent à l'enveloppe en ce 
même point. 
Pour cela, on peut dire que l'enveloppe a pour équation 
/(i, y, -.. l) = 0, 
OÙ l représente une fonction de x, y, z définie par la relation 
n{a:, y, j, ).) = 0. (3) 

Le plan-tangent en un point quelconque ix, y, z) de cotte 
surface a pour équation 

+ (Y - !/)[/■;(». y. ',>■) + Kx. y, ; 1.) ^] 

+ (Z - .)[a(i, y, »,>.) + fA', ï. '. '■) j;'] = ». 
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qui peut s'écrire, en tenant compLe de la relation (3), 
(X-ijftj, y. -., 1) +(Y-!,)/;(a;, j, ., 1) 

+ (Z-ï)fi(a;, ï, ï, 1) = 0. 
Remplaçons dans cette éiiuatiou x, y, z par les coordonnées 
œ\ y\ ï' du point M de la caractéristique ; X prend une valeur 
déterminée, solution commune des deux équations 
/■(y. î/, .', \) = 0, 
fi[x\ y', .', X) ^ ; 
cotte solution n'est autre que \ d'après les équations (2). 

On voit ainsi que le plan tangent à l'enveloppe au point M 
coïncide avec le plan tangent à la surface enveloppée. 

AQ. Supposons que les surfaces enveloppées aient une équa- 
tion, 

f{x. y, ., 1, p) = 0, (4) 

renfermant deux paramètres variables X et n, liés par uno 
relation 

ïC^ f) = 0. (5) 

L'équation (4) renferme en réalité une seule variable indé- 
pendante, car on peut y considérer ,u comme une fonction 
de X, définie par la relation (S). 

On aura l'enveloppe en éliminant >. et |i entre les équations 
(4), (5) et la suivante : 

--jr- étant donné par 

' dk 
On déduit de ces deux dernières équations 

On aura donc l'équation de l'enveloppe en éliminant X et p. 
entre(4), (S)et (6). 
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enverrait de la même manière que si l'équation des surfaces 
enveloppées renferme trois paramètres X, jj., v liés par deux 
relations 

f{x, y, z, \ ^. v) = 0, 

=F(X, ^, v) = 0, 

^[X, ^, v) = 0, 
on aurait l'équation de l'enveloppe en éliminant X, |j, v entre 
ces trois équations et la suivante ; 

n n /" 

On généraliserait aisément. 

41. Les surfaces dont nous venons de déterminer l'enve- 
loppe ont une équation générale qui dépend d'une seule variable 
indépendante ; elles touchent leur enveloppe en tous les points 
d'une courbe. 

Il existe une deuxième espèce d'enveloppes relatives aux 
surfaces dont l'équation générale renferme deux variables indé- 



Soif f{x, y, z, l, ,u) = (7) 

l'équation donnée, et supposons pour un instant que fx soit 
fonction de X, comme au début du numéro précédent; la 
caractéristique de la surface représentée par l'équation (7) 
sera définie par les équations 

f{x, y, z, \ ■>.} --. 0, 

Quelle que soit la valeur de -rr-. cette courbe passe par les 
points communs aux trois surfaces 

/■(.T, J, ., )., 1.) = 

/;(!, y. =, 1, ,u) = 0, l (8) 

f'À^, y< -, '^' 1^) = 
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Ces points sont appelés \es points limites de la surface (7). 
Le lieu de ces points quand ^ et (^ varient de toutes les ma- 
nières possibles est ce qu'on appelle l'enveloppe des sur- 
faces (7). 

On aura l'équation de cette enveloppe en éliminant >. et ji 
entre les équations (8). 

On démontrera comme plus haut (39) que l'enveloppe touche 
chaque surface enveloppée aux points limites. 

On voit qu'il y a une différence essentielle entre l'enveloppe 
des surfaces à une seule variable indépendante et celle des 
surfaces à deux variables indépendantes. 

Dans le premier cas, chaque surface enveloppée touche l'en- 
veloppe suivant une courbe. 

Dans le second, chaque surface enveloppée ne touche l'en- 
veloppe qu'en un nombre limité de points. 

■42. 11 peut arriver que les surfaces enveloppées aient une 
équation 

f{x, y, z, l, y-, .) = 0, (9) 

renfermant trois paramètres variables, X, rj., v, liés par une, 
relation 

^{X, fx, v) = 0. [10) 

L'équation (9) ne renferme que deux variables indépen- 
dantes, car on peut y considérer v comme une fonction de X 
et de n, définie par la relation (10). 

Les points limites seront déterminés par l'équation (9) et les 
équations obtenues en différentiant cette équation par rapport 
à X et par rapport à n. 

On obtient 

fi(x, y, :, \ (^, v) + /■;(^., y, z, À, 1^,") — = 0. 

m^, y, z.\ ^, v) + /-i(^, y, z, l, ^, .>|l ^ 0; 

dil 

cessivement par rapport à X et par rapport à f, 
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En Éliminant -j- ci — — cnirc ces quatre Équations, on a 



A _ ft _ f. 



(H) 



On aura alors l'équation de l'enveloppe en éliminant X, ji et •' 
entre les équations (9), (10) et (H). 

43, Enveloppe d'un plan. — Il nous est facile maintenant lie 
répondre complètement à la question posée au numéro 3S, h. 
savoir d'indiquer à quelles conditions géométriques sont assu- 
jettis les plans dont les coordonnées vérilicnt une équation 
homogène en u, v, w, r, 

f{u, 0, w, r) = 0. (i2) 

L'équation d'un plan, 

ux + vij-i-wz + rt = 0, {13} 

renferme trois paramètres variables ; si on assujettit ce 
plan à vérifier la relation (12), le plan ne dépend plus que de 
deux variables indépendantes; il admeitrauno enveloppe de la 
seconde espèce; 11 touchera cette enveloppe en général eu un 
seul point. 

Le plan dont nous allons chercher le point limite ne peut à 
la fois passer par l'origine et être parallèle aux trois axes ; 
nous pouvons donc supposer que l'un des coefllcients m, u, 
w, r est différent de zéro, par exemple r y£:0, ce coefficient 
peut alors être considéré comme constant, il ne reste plus que 
les trois paramètres u, v, w liés par la relation (12). 
% Nous sommes dans le cas étudié au numéro 42, ic point 
limite sera déterminé par les équations 

ux -t vy -h wz -h rt = 0, 

— zz: X ^ _"- ■ 
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ces trois rapports sont égaux au rapport 

ux -+- vy ■+- viz — yt 

en vertu des relations (12) et (13) ; il en résulte que pour avoir 
l'enveloppe, il suffira d'éliminer u, y, w, r entre les équations 

a A A /■;. ' 

ux ->rvy ~\- ïoz -{-rt = U. 
On obtiendra ainsi une équation homogène en a;, y, z, (, qui 
sera l'équation d'une surface, et tous les plans dont les coor- 
données vérifient l'équation (12) seront tangents à cette sur- 
face. 

44. En résumé, nous avons vu que la condition poiir qu'un 
plan soit tangent à une surface 

f[x. y, z, i) = 
s'obtient en éliminant x, y, z, t entre les équations 

V - 10 r ' (14) 

M.T + i;i/ -I- «!3 -h )'! = ; ] 
on obtient une équation résultante homogène en w, v, w, r 
qu'on appelle l'équation tangentielle de la surface. 
Réciproquement, étant donnée une équation 
f{u, V, 10, r) = Û, 
tous les plans dont les coordonnées vérifient cette équation 
sont en général tangents à une surface dont l'équation ponc- 
tuelle s'obtient en éliminant u, v, lo, r entre les équations 

fi _ fi _ fi _ fi ) 



(15) 



UX H- vy + îo: ~t-rl — 0. ] 
L'équation donnée, 

/■(«, V, w. r) = 0, 

sera dite l'équation tangentielle de la surface. 
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Nous appellerons donc équation tangentielle d'une surface la 
condition que doivent vérifier les coordonnées d'un plan pour 
que ce plan soit tangent à la surface, et pour éviter toute con- 
fusion, nous appellerons équation ponctuelle la condition que 
doivent vérifier les coordonnées d'un point pour que ce point 
soit sur la surface. 

L'une de ces équations se déduit de l'autre par des calculs 
complètement analogues, comme on le voit en comparant les 
systèmes (14) et[lb). 

Une surface sera donc aussi bien définie par son équation 
tangentielle que par son équation ponctuelle. 

45. Considérons maintenant tous les plans dont les coor- 
données vérifient deux équations homogènes par rapport à 



<f{u,v,w,r] = i}. 



(m 



Ces plans seront tangents à deux surfaces ayant pour équa- 
tions tangentielles respectivement les équations (IC), 

Mais il est aisé de voir qu'en outre ces plans enveloppent 
une surface d'une nature particulière qui touche les deux sur- 
faces représentées par les équations (16) en tous les points 
d'une courbe. 

En effet, si un plan 

ux -i-vy-h wz -H f( = (17) 

vérifie les équations (16), ses coordonnées sont fonctions d'une 
seule variable indépendante; nous sommes dans le premier 
cas de la théorie des enveloppes ; nous pourrons considérer r 
comme constant, it, ti, iv comme des paramètres variables 
liés par les relations (16). 

En se reportant au numéro 40, on voit que ce plan enve- 
loppe une surface dont l'équation ponctuelle s'obtiendra en 
éliminant m, v, w, r entre les équations (16), (17) et la sui- 
vante : 



y Google 



GÉNÉRALITISS SUEI LES S 



ft n K 



L'enveloppe obtenue est une surface qui a une seule équa- 
tion ponctuelle et dettx équations tangentielles. 

Nous dirons que ces surfaces sont développables et nous 
étudierons plus loin leurs principales propriétés. 

On peut observer tout de suite que ces surfaces sont réglées 
et que !e plan tangent est le même en tous les points d'une 
génératrice. 

En effet le plan mobile qui enveloppe la surface coupe le 
plan inliniment voisin suivant une droite, caractéristique du 
plan, et le plan touche son enveloppe en tous les points de 
cette droite; on peut donc considérer k surface comme le lieu 
de ces caracténstiques . 

46, Ainsi au point de vue tangentiel, les surfaces se subdi- 
visent en deux grandes catégories : 

1" Celles qui n'ont qu'une seule équation tangenticlle . Les 
coordonnées d'un pîan tangent quelconque dépendent de 
deux paramètres arbitraires, et ciiaque plan tangent touche la 
surface en un seul point ; 

2° Celles qui ont deux équations tangentielles, ce sont les 
surfaces développables. Les coordonnées d'un plan tangent 
dépendent d'wn seul paramètre arbitraire, et chacun de ces 
plans touche la surface en tous les points d'une droite. 

Dans tout ce qui suivra, quand nous parlerons d'une sur- 
face, sans ajouter d'épithèle, nous entendrons toujours une 
surface non développable, c'est-à-dire une surface ayant une 
seule équation tangentielle. 

Nous commencerons par l'étude de ces surfaces, de leurs 
plans tangents, remettant au chapitre suivant l'étude des sui-- 
faces développables . 

47, Condition pour qu'une équation tangeulielle représente 

une courbu. — Nous avons vu au numéro 33 que la condition 
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pour qu'un plan soit tangent à une courbe s'exprimait par 
une relation entre les coordonnées du plan. 

Réciproquement, étant donnée une équation 
/■(», ., .», ,•) = 0, 
il est intéressant de chercher dans quel cas cette équation 
représente une courbe, c'est-à-dire dans quel cas les points 
limites des plans dont les coordonnées vérifient l'équation 
donnée décrivent une courbe . 

Nous nous appuierons pour cela sur un théorème bien 
connu, dont nous allons rappeler la démonstration , 

Théorème. — Étant données deux fonctions a et p de deux 
variables x et y, 

•^ = /'(^. y). 

la condition nécessaire et i 



?(^' y). 



de p est que le déterminant 



ffisante poui 



oit fonction 



d-j. dl_ 
ày an 
soit identiquement nul. 

Ce déterminant est appelé le déterminant fonctionnel des 
deux fonctions a et p. 

1° La condition est nécessaire. — Supposons que =; soit fonc- 
tion de 8, c'est-à-dire que l'on ait 

en différentiant cette relation par rapporta a et par rapport 
à '/, on a 

* „«. -*' 






àx 



d'où l'on tire 



dy 

dp 



^ r/(?) 



*,, • 



Ox àij d(j dx 
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2° La condition est suffisante. — Supposons cette condition 
remplie, je dis que a. est fonction de p. 
Pour le démontrer, tirons y de la relation 

11 = ?>. >j) (1) 

et remplaçons dans la valeur de a, 

. = f{x. y) ; 
a devient alors en général une fonction de deux quantités 
^ et x; nous allons montrer que dans le cas où lo détermi- 
nant fonctionnel est nul, a ne renferme que z, c'est-îi-dire 
que la dérivée de a par rapport à a;, après la substitution, est 
nulle. 
Cette dérivée est en effet 

ôx Oy dx ' 
d'autre part —- s'obtient en différentiant la relation (1) qui 
définit y comme fonction de a: et de ^ ; on a donc 

La dérivée de a devient alors 

do 
df _ df dx 

dx dy d^ 

et cette dérivée est nulle en même temps que ie déterminant 
fonctionnel. 

Ce théorème étant établi, considérons un plan 
iix -\- vy -h wz -i- r = 
dont les coordonnées vérilient une relation; ces coordonnées 
sont alors fonctions de deux paramètres arbitraires. 

Faisons r = i; on peut supposer que w soit fonction des 
deux variables indépendantes w et w ; le point limite du plan 
sera déterminé par les équations 

MX + uy + îwï -H I = 0, 
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d'où l'on tire 



!/ + = ^ = ». 



àiv dw 















du 


i 





dw 
du dv 

Pour que ce point décrive une courbe, il faut et il suffît que 
a; et j/ soient tous deux fonctions de î, ce qui revient à dire 



dw 



dw 



du 



dv 



du 



duàv 



d'^w 



Or le déterminant fonctionnel des deux fonctions ■ 

dw dw 

' ■" --— — w est 
dv 

d'w d'7V 

du' dudv 

dHo_ 



\dudvj du^ 



De même le déterminant fonctionnel 



d'w 
dudv 
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/, 


'à'w\ 




(C» 


<)'10 






"V 


\dudv) 




■5;? 


*■ 


on 


devra doi 






,)' 




d^w 






^}] ^ 


dt 




Tv^^ 



Telle est la condition à laquelle doit satisfaire la fonction iv 
pour que le point limite du plan décrive une courbe. 
Or la fonction ro est définie par la relation donnée 

f{u, v,w, i] ^ 0. 

On en déduit, en diiférentiant par rapport à u et u, 

du ôw au ' f 

If ^ 'If i<« ^ „ '■'' 



Différentions de nouveau la première de ces relations par rap- 
port k M et u, et la seconde par rapport au; on a 

i'f ^ ^ d'f àw ^ ô-f /duiy ^ df d'y, __ ^ 

àu^ dudw du dw^ \<lu) dw du^ ' 

(?Y àY dw à'f dw d^f dwàw df dho 
dudv àudw àv àvdio du dw^ du àv âw dudu ' 



dv^ 



d^f diu 
dvr)w Ov 



d'f / âw\ 



dw^ 



dv I 



dw 



dw 



dw 



En remplaçant dans ces équations -r— et -^j— par leu) 

à-w d^w ''^"' 

valeurs tirées de i'J), on obtient -— r . - — r- 

portant ces expressions dans la condition (2) on obtieni une 
relation qui peut se mettre aisément sous la forme 



et en 
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dvdu 



âudv c)udw 



àwàu dtoàv 
du 



àv 



dvdw 
dio- 
àw 



Rendons homogène la fonction /'(«, v, 

la variable r ; on aura les relations 

àf àf , df df 

ou àv aw or 

d^f dH dH m 

u ■ — - ■+- V — '- — H 10 — - — h r — = 

du^ dudv dudw duàr 



10, 1) en replaçant 



-'h 



. etc., 



m désignant le degré de la fonction f{u, o, w, r). 

Multiplions les éléments de la dernière colonne par m ^ 1, 
et ajoutons-y les éléments des trois premières multipliés 
respectivement par — u, — v et — w; les éléments de 
la quatrième colonne deviennent alors, après suppression du 

duàr dvdr dwdr àr 

f{u, V, w, r) est nul. 

Multiplions enfin les éléments de la dernière ligne par 
m — 1, et ajoutons-y les éléments des trois premières multi- 

la condi- 



f acteur r 



en remarquant que 



plies 


respectivement par — 


!, — 1 


et 


tion devient 












<*■/■ 


d'f 


±L 


d'f 






du' 


dudv 


dudw 


dudr 






d'f 


d'f 


l'f 


d'f 






dvdu 


dv' 


dvdw 


dvdr 




H = 














d'f 


JH 


d'f 


jy 






dwàu 


dwdv 


dm' 


ùwdi 






d'f 


d'f 


à'f 


d'f 






Mu 


àràv 


drdw 


àr' 
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Le premier membre de cette relation est ce qu'on appelle le 
Hessien de la fonction f{u, v, w, r) ; et nous sommes conduits 
au résultat fondamental qui suit : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation 
langenlielle 

/■(„, ., », r) = 
représente une courbe est que le Hessien du premier membre s'an- 
nule pour totts les systèmes de valeurs des variables qui vérifieiit 
l'équation considérée. 

Cela revient h dire que le Hessien qui est de degré 
4(m — 2) est divisible par la fonction, supposée de degré m, 

48. Cas partlcnliep. — Supposons que la courbe soit plane ; 
alors le premier membre de son équation tangentielle (37) est 
une fonction homogène de trois fonctions linéaires P, Q, R- 

Or il est aisé de voir que le Hessien d'une pareille fonction 
est identiquement nul. On sait en effet que le Hessien est un 
covariant, c'est-à-dire que si l'on effectue une substitution 
linéaire quelconque, le Hessien de la nouvelle fonction est 
égal au Hessien primitif multiplié par une puissance du mo- 
dule de la substitution. 

Or si la fonction donnée est homogène par rapport à trois 
fonctions linéaires, on pourra trouver une substitution telle que 
la fonction ne renferme plus que frois variables, w, u, w par 
exemple, et dans ces conditions on voit immédiatement que 
le Hessien est identiquement nul. 

Par conséquent, si une équation tangentielle 
fin, «, 10, r) = 
représente une courbe plane, le Hessien du premier membre 
est identiquement nul. 

On démontre que la réciproque est vraie, c'est-à-dire que si 
le Hessien de la fonction f{u, u, lo, r] est identiquement nul, 
l'équation f{u, v, w, r) = 

représente une courbe plane ('). 

(') Voir diiiLS les Nouvelles Annales ie Mathématiques, tome XIII (ÎSSi), 
p. 398, une démonstration de M. Fauhe, et p. 402 ime démonstration de 
ta, Brioscbi. 
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49. Parmi tous les plans tangents à une courbe, il y en a 
une infinité qui passent par une même tangente à la courbe, 
et tous ces plans ont le même point limite, c'est le point de 
contact de la tangente. 

Ce résultat, presque évident, peut s'établir do la manière 
suivante. 

Le point limite d'un plan est déterminé par les équations 

vx-\-vy -+-WZ+ l — 0, 

div 

X -hz — — = 0, 

du 

dtv 
Si l'on suppose remplie la condition 

\dv,dv/ du' ào'' 
on a 

àiv _ / àw \ 

au ^ '[ <h y 

àw ôîv __ / div \ 

du àv ' \ au J 

ou, en posant, pour simplifier l'écriture, 

dtv dw 

r = m, 

np -\-vq — w = ^{q). (1) 

Les coordonnées du point limite peuvent s'écrire 

„„_/W „_ '!_ .^JL 

ces coordonnées étant fonctions d'un seul paramètre, en point 
décrit une courbe. 

Considérons un point de cette courbe défini par la valeur 
q„ du paramètre g ; nous allons voir qu'il existe une infinité 
de plans admettant ce point pour point limite, et que tous ces 
plans passent par la tangente à la courbe au point considéré. 
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En effet, u et o sont des variables entièrement indépen- 
dantes ; supposons-les pour un instant liées par une relation 

F(.,.) = 0; 
alors u, V, w, p, q sont fonctions d'un seul paramèîrc. 
Difïérentions la relation (1) ; on a 

udji H- vdq -+- pdu -+- qdv — dw = ■■^'{q)dq, 
ou, en remarquant que dtv = pdu -+- qdv, 
udp ■+- vdq = '?'{q)dq, 
uf{q)^v = =^'(q}. 
Si l'on suppose que u et v soient assujetties à la condition 
q = îo, 
on voit que n, y, ta vérifieront les deux relations 
uf{q,) + vq^-~W= o{q^), 
"A*?o)H-f = ?'(5»); 
ces équations montrent que le plan 

uœ ~^- vy -h ivz -h i = 
contient la tangente à la courbe au point q^. 

50. Classe d'une aupiaee (ou d'une courbe). — Supposons 
que l'équation tangentielle d'une surface {ou d'une courbe) 
soit algébrique ; on dit que la surface (on la courbe) est algé- 
brique. 

Nous allons montrer que l'équation tangentielle a toujours 
le même degré, quels que soient les axes de coordonnées aux- 
quels on rapporte la surface (ou la courbe). 

Nous établirons pour cela les formules très importantes de 
transformation de coordonnées qui nous seront très utiles 
dans la suite. 

Soit 

l'équation d'un pian P rapporté à trois axes quelconques Ox, 
Oy, 0.. 

COOBPONNrtBi. — 1 5 
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Considérons un deusième système d'ases, OV, ffy', O*/ dé- 
finis par les coordonnées x„, y^, z^ de l'origine ff et par les 
coordonnées des points directeurs des directions des nou- 
veaux axes ; le point directeur de OV par exemple étant, par 
définition, un point situé à l'unité de distance de l'origine 
sur la parallèle menée par le point à la direction OV. 

Nous désignerons par (a, p, y], (a', ^', ■;') et (i", p", /) les 
coordomiées des points directeurs de OV, oy, OV. 

L'équation du plan P dans ce nouveau système sera de la 
forme 

II':// -H v'y' + vj'z' + ï'' = ; 

.nous allons calculer u, v, w, r en fonction de u', v', w\ v'. 

Entre les coordonnées x, y, z et a/, y', z' d'un même point, 
on a les formules connues 

ij = )/o-hfia-'+PV' + '^"='' 

3 = ïo-H -,'.«' + :/;/' -H yV, 
de telle sorte que l'équation du plan P par rapport au 
deuxième système est 

u{x^ + oV -H A' + ^'A + "(yo -I- K + P';/' + P's') 

+ <.„ + T^ + -/>/ + -;V> + r = û 
ou 

(îw + i!p + W'i)x' + {wj! + îifl' + W'(]]( 4- (m-/ + v'^' + W'iy 

+ wa"o + f î/o + îi'Su + î- = 0. 

Mais comme cette équation s'écrit aussi 

t(x' + n'y' + w'i + )^ ^ 0, 
on aura 

„,' + .f. + „Y = w,| 

liïo -H fî/o -1- !Mo -1- r = X/, ; 
X étant un nombre arbitraire différent de zéro. 
Résolvons par rapport à u, v, ïh, r, on désignant par 
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A, A', A", lî, B', B", G, C, G" les coefficients de =<, c', 
(î, p p", Y," y', / dans le développement du détermiaant 





im = Am' -i- A'y' J- A"w/, 




lj;i> ^ Bu' + B'u' + BV, 




fj.w = Cu' -H G'î^' + QV, 


I^r = ir' — 


x,{Xn' -+- AV -f- AV) — ?yc,{Bw' 




-:„(C« 


en posant 





(2) 



Kn conséquence, étant donnée l'équation tangenliellc d'une 
surface (ou d'une courbe) par rapport aux axes 0^, O'j, Os, 

f(n, V, », t) = 0, 
on aura l'équation de cette surface (ou de cette courbe) par 
rapport aux axes OV, D'y', OV en remplaçant w, u, w, r 
par leurs valeurs (2) en fonction de u', v', ît/, r'. 

Comme u, o, îv, r sont des fonctions linéaires de u', v', tu', i-', 
le premier membre de l'équation donnée conservera le même 
degré. 

C'est ce nombre qu'on appelle la classe de la surface (ou de 
la courbe). 

Dans le cas particulier où les nouveaux axes sont parallèles 
aux premiers et ont le même sens, les formules deviennent 

)■ = ),{— ii'x^ — v'ija — w'ïo ■+- ''■')■ / 
SI. La classe d'une surface {ou d'une courbe) est Égale au nom- 
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bre de plans tangents qu'on peut mener à la surface {ou à la 
courbe) par une droite quelconque de l'espace. 

Soit /■(«, n, w,r) = 

l'équation tangentielle de la surface (ou de la courbe). 

Prenons deux points {xa, ya, So) et (x,, 7/,, z,) sur la droite 
donnée ; les plans tangents passant par cette droite seront 
détermiaés par les équations 

r(»,.,»,r)=0, 

uxa ■+- vyc + wzo + )■ — 0, 

KXi -f- vy, -+■ wz, -j- /■ = ; 

le nombre des solutions est égal au degré de la fonction 

A», «, », >•). 

Le nombre de plans tangents qu'on peut mener à une 
courbe plane par une droite non située dans son plan est pré- 
cisément égal au nombre de tangentes qu'on peut mener à 
cette courbe par le point où la droite perce le plan de la 
courbe. 

La définition que nous venons de donner de la classe d'une 
courbe plane est donc identique à la définition donnée en géo- 
métrie plane. [Voir Première Partie (Géom. plane), n° 33.] 

52. Cas particuliers. — Comme application de ces théories 
générales, considérons le cas où l'équation donnée est du 
deuxième degré, 

f{ii, V, w, !•) = au' ■+ a'u"- -J- aV- + Uvw ■+- %b'vm -H Wuv 

-H leur -i- tdvr -f- '±c"wr -j- dr^ = 0, 

Le Hessien du premier membre est indépendant des 
variables ; c'est le discriminant de la forme quadratique, 

b" V 
y a! h 
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Si A = 0, l'équation représente une courbe de deuxième 
classe, c'est-à-dire une conique. 

On sait d'ailleurs que dans ce cas le premier membre de 
l'équation fisî déeomposable en une somme do trois carrés, 

l'équation représente donc une courbe plane, et les coordon- 
nées de son plan sont déterminées par les équations 
P ^ 0, Q = 0, R = 0. 

Nous discuterons plus tard la nature de la conique obtenue. 

Supposons A ;é ; l'équation représente une surface 
dont l'équation ponctuelle s'obtiendra on éliminant !(, u, w, r 
entre les équations 

A _ A _ /'" _ /■'■ 



■V 



- b'v •+- (l'u 



-- 



'>^ ^ 0, 

b'u -+■ a'v + ko ■+- ér — ly — 0, 
b'u-}-/>v-\^ a"tv -\- c"r —Iz — 0, 



- c*)) -H (fw -i- dr — ■ Xi = 



ux-hvy-hvJz-+-r 
Le résultat de l'élimination est 



t 



équation du deuxième degré. Il en résulte que les surfaces de 
deuxième classe sont du deuxième degré. 

En développant le déterminant qui figure dans le premier 
membre, on obtient un résultat fort remarquable, qu'on peut 
faire apparaître de la façon suivante. 
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NÉES TANGEr^TlELLES. 



fiEOMETKIEIlANS 1 



Résolvons les quatre prciniôres équations du système (1) 
par rapport à m, v, w, r, en appliquant la règle de Cramer et 
en désignant par A, A', A", B, B', B", C, C, C°, D les coefficients 
des petites lettres correspondantes dans !e développement du 
discriminant a. 

On obtient 

Ml = l{Kx-i-h"y -+ Wz -h Cl), 

Ai) = ^h'x -i- A'y + Bs -4- C't), 

Mo = A{B'a: -i- B)/ + A''e + C"(], 

M- =l{Cx-]- C'y -h Cz -H D() ; 



transportons ces valeurs de w, 
tion du système (1) ; on a 
tp{«, y, z, i) = A3;^H-A'y^H-A°:2+2Bi/s + 2B'E. 
'^%Qxt'¥'2.Gyt + 'ia'zt 
c'est l'équation ponctuelle de la surface. 
On vérifiera aisément que 



dans la dernière équa- 



-'DC- = 0, 



Si l'on désigne par 



on sait que 



le discriminant de la fonction 
B" B' C 



:; i=; 



on en conclut que i' :;:£ ; par suite l'équation (2) repré- 
sente une surface du deuxième degré qui ne peut être ni un 
cône, ni un cylindre. D'ailleurs le cône et le cylindre sont des 
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surfaces développables qui ne peuvent être représentées par 
une seule équation tangentielle . 
En résumé, toute équation du deuxième degré 

représente une quadrique (ellipsoïde, hyperboloïde, parabo- 
loïdc) si ^^0, et une conique si a = 0. 

53. Réciproquement, si l'on donne l'équation ponctuelle 
d'une quadrique, qui ne soit pas un côno 

f{x, y, z, i) = Aa;' + A't/' H = 0, 

on obtiendra l'équation tangentielle par un calcul identique. ; 
on aura 



A' B G 



V w r 

qui peut s'écrire, développée, en changeant le signe du pre- 
mier membre, 
au^ -h c^v^ -+- nV -H 2pJ)w -1- 2p'îyw -H 2^"uv -+- Sywr 

a, ï', tt", . . . désignant les coefficients de A, A', A", . . . dans 
le développement du discriminant 



B' B A" C" 



C C C" 



11 résulte de là que a, a 



, . . sont proportionnels à 



a, a', a\ ... ; nous le démontrerons plus loin directement 
dès le début de l'étude des quadriques (voir numéro 116). 

En résumé, pour déduire les équations tangentielle et ponc- 
tuelle d'une quadrique l'une de l'autre, il suffit do remplacer 
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dans l'une des équations les coefficients par les mineurs cor- 
respondants du discriminant et les coordonnées de plans par 
des coordonnées de points, ou inversement. 

Mais il est essentiel d'observer que le discriminant du pre- 
mier membre de l'équation dont on part doit être différent de 
zéro. 

On remarquera l'identité absolue de ces résultats avec ceux 
de la géométrie plane (Première Partie, numéros 37 et 38), 



54. On établira sans | 
tableau qui suit : 



: les résultats contenus dans le 



ÉQUATIONS PONCTUELLES 


ÉQUATIONS TANGENTIELIES 


ax^ H- aY -+- aV -+- a"'i'' = 


i^+i^^'+i'" 


— -+■ rr^^ — i = 
a* b^ c' 


a-u' + tV + eV — r- =0 


ax^ _l_ aY -H ^bzt = 




P q 


pv'^qif' — 'Èur = 


ax'" -i- by"' 4- C3-" ^- dr =r 


„;iï=i „;s=î jy.¥^ rS=î 
^m-i jïITi ç^s^ ^^ri 



On peut évidemment permuter les colonnes des tableaux 
précédents (sans permuter les titres) en échangeant les varia- 
bles X, y, a, t et u, v, w, r. 

55.. Point de contact d'un plan tangent. — Ëtant donnée une 
surface (ou une courbe) définie par son équation tangentielle, 

/(a, V, w, R) = 0, 

désignons par w, v, w, r les coordonnées d'un plan tangent F 
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à cette surface ou à cette courbe, satisfaisant ii la relation 
/(», V, », r) = 0. 
Le point de contact de ce plan sera déterminé par les rela- 

/; r. r. r- ' 

établies au numéro ■iS en nous appuyant sur la tliéoric des 
enveloppes, 
n en résulte que l'équation du point de contact sera 

u/; + ¥/■; + ^vfl, + r/-;. = o ; 

cette équation a, comme on le voit, la plus grande analogie 
avec l'équation du plan langent en un point d'une surface 
définie par son équation ponctuelle. 

56. Le raisonnement n'est plus applicable si les coordon- 
nées du plan tangent annulent les quatre dérivées /"„, f\^ f'^, 
f'r ; la détermination du point de contact présente alors plus 
de difficulté. 

Nous nous laisserons guider dans ce qui va suivre par le 
problème corrélatif de la géométrie ponctuelle. 

Soit un plan tangent P(w, v, lu, r) ; prenons dans ce plan 
une droite quelconque D, définie par l'intersection du plan P 
et d'un autre plan P'(w', !>', w', r'), et considérons les plans 
tangents qu'on peut mener à la surface par la droite D. 

Un plan quelconque passant par cette droite a pour coor- 
données w + W, v + W, Mf + Xîy', ï' + Xr'; il sera tan- 
gent 'à la surface si l'on a 

f[u + Xm', V -H Xi)', w + W, r -\- h'') — 0, 
ou, en développant par la formule de Taylor et en remarquant 
que le terme indépendant de 'k, f{u, v, vi, r}, est nul, 

+ ï ("Ti + »'/■; + »'/■'. + i-'A), + - = 0, (1) 

en désignant selon l'usage par (w'/'u -I- r'/î. -i- wT™ + '''A)* 
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l'expression obtenue en formant la puissance k de 

«y; +»'/;+ »'/■;. +r'r; 

et en y remplaçant le produit de k dérivées partielles du 
premier ordre par une dérivée partielle du 1^ ordre. 

Parmi les plans tangents issus de la droite D, il y en aura 
autant de confondus avec le plan P que l'équation (1) aura de 
racines nulles en X. 

Supposons d'abord que f'u, A, A> f'- ne soient pas nulles 
en même temps; alors, quelles que soient les valeurs de 
u', v', Kf, /, l'équation n'admet qu'une seule racine nulle, et 
par toute droite du plan P, on ne peut mener à la surface 
qu'wn seul plan tarigent confondu avec le plan P. 

Nous dirons que dans ce cas le plan P est un plan tangent 
simple. 

Mais il existe certaines positions du plan P', c'est-à-dire de 
la droite D, pour lesquelles l'équation (!) a plus d'une racine 
nulle. 

Si l'on a 

l'équation (1) a deux racines nulles. 

Or cette condition exprime précisément que le plan P' , c'est- 
à-dire la droite D, passe par le point de contact du plan tan- 
gent. 

On peut donc dire que si les quatre dérivées partielles de la 
fonction /tu, u, w, r) ne sont pas nulles en même temps pour 
les coordonnées d'un plan tangent P, par toute droite de ce 
plan on peut mener un seul plan tangent à !a surface confondu 
avec le plan P ; il y a exception pour les droites qui passent 
par le point de contact : par ces droites on peut mener deux 
plans tangents au moins confondus avec le plan P. 

Nous disons au moins, car il peut arriver que le coefficient 
de Â^ soit nul pour toutes les valeurs de u\ v', w' , r* qui 
annulent le coefficient de À. 

57. Supposons maintenant que l'on ail, 

f. = /; = /i - A = »■ 
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Dans ce cas, l'équation (1) admet deux racines nulles quelles 
que soient les valeurs de u\ v', w', r' ; donc par toute droite 
du plan P, on peut mener deux plans tangents confondus 
avec le plan P. 

On dira alors que ce plan est un plan tangent double. 

Il existe encore certaines positions du plan P', c'est-à-dire 
de la droite D, pour lesquelles l'équation (1) a trois racines 
nulles. 

Il faut qu'on ait pour cela 

cette condition exprime que le plan V doit être tangent à une 
surface ayant pour équation tangentielle 



A priori, cette équation ne peut représenter qu'une c 



urbc 



située dans le plan P. 

En effet, si elle représentait une surface, par une droite 
quelconque du plan P, on pourrait mener un plan langent 
P' h. cette surface ; et alors par toute droite du plan P pas- 
seraient trois plans tangents confondus avec le plan P, ce qui 
est impossible d'après ce qui précède. 

On peut d'ailleurs le voir directement, car on a, en dési- 
gnant par 



-tt la classe de la surface, 

- i)^i = «/■;■ + Vf., + »/:. + '-n. = 
i-m = «/■:. +»/:■+ "A". + •■n. = 
.- i)ft = ufi. + vr.r + wfi- + rf:, -. 



0, 



on en déduit que le déterminant 



'«A. + i7T' = o; 



fl- 


A. 


A. 


A 


A". 


A- 


A. 


A 


A™ 


A. 


A- 


A 


A'. 


A. 


A« 


A- 
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est i\ul. Mais ce détermittaiit est le discriminant du premier 
membre de l'équation (2), donc cette équation représente une 
conique . 

Cette conique est d'ailleurs située dans le plan P, puisque 
les coordonnées de ce plan annulent les quatre dérivées par- 
tielles du premier membre de l'équation (2). 

On voit alors que pour que l'équation (1) ait trois racines 
nulles, il faut que la droite D soit tangente à la conique (2) 
du plan P. 

En résumé, si les coordonnées d'un plan tangent P annu- 
lent les quatre dérivées partielles du premier membre de 
l'équation de la surface, par toute droite du plan tangent on 
peut mener deu e plans tangents confondus avec le plan P ; il 
y a exception pour toutes les droites tangentes à une certaine 
conique du plan P, par lesquelles on peut mener au moins 
trois plans tangents confondus avec le plan P. 

58. Nous nous proposons d'établir que cette conique est 
située sur la surface et que le plan P touche la surface en 
tous les points de cette conique. 

A cet effet, nous prendrons pour plan des xy le plan de la 
conique, et nous allons chercher quelle doit ôtre la forme de 
l'équation de la surface pour que le plan des xy soit un plan 
tangent double. 

Ordonnons l'équation par rapport a. w; on aura 
f{u, V, w, r)=w"'o, + tW'-^'^.iu, «, r)-^ io'"-'f,{u, v,r)^- = d, 
les lettres o désignant des fonctions homogènes par rapport 
ku, v,r et de degré indiqué par l'indice. 

Considérons une droite située dans le plan des xy cl ayant 
pour équation 

u'x + v'y-i-r' = 0; 

par cette droite menons un plan quelconque 
î(«'»+»'ï + '') + » = 
et écrivons qu'il est tangent îi la surface ; on a 

„ + ).o,(„', v',i')+ 1'o,(k', !>', r') + ■■ ■ = 0- 
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Pour que cette équation ait deux racines nulles quels que 
soient m', v', w', r\ il faut que ço soit nul etque fi{u', v', W) soit 
identiquement nul. 

Cette condition étant remplie, le plan des xy est plan tan- 
gent double ; et pour que par la droite choisie dans ce plan, 
on puisse mener trois plans tangents confondus avec le plan 
des xy, 11 faut qn'on ait 

=,(»', .', .') = 0, 
c'est-à-dire que la droite soit tangente à la conique qui a pour 
équation 

Oîfti, V, r) = 0. 

L'équation de la surface pourra s'écrire, en y faisant zi' = 1, 

Considérons un plan tangent infiniment voisin du plan des 
xy, u, V, r étant infiniment petits et w toujours égal à 1. 
Le point de contact de ce plan a pour équation 



D(,;.+o;. 


,+ --) + V(o!, 


, H- ?3V ■ 


^-...) 


+ W[(m 


-2)., + (m- 


3)?.+ 


■ ■-] + R(?î.-+-9J.> + 


Posons n = 'ki\ v = itr ; 
deviennent après avoir divisé 
deuxième par r, 


les cquaLions pi 
la première par 

p., 1)+.-. =0, 


U^k ^- ^?T 


>+...) + V(?'. 


, + •■?'., 


.+ ■-) + «[(»— 2 



-2)fosH 

■+-R{<^i-,-hr'^z^-i ) = 0, 

V désignant une variable d'homogénéité, supposée égale à i . 
On peut supposer que quand r tend vers zéro, X et jx ont 
des limites « et 6 assujetties seulement à la condition 
?î(a, b, i) == 0. (') 

(') Cette hypothèse peut s'expliquer aisément delà maDiÈresuiïHiite. Les 
(juantltés m, u, r sont simplement aBsujetties à la condition 

Considérons a, v, r comme les coordonnées cartésiennes d'un point M ; 
ce point décrit «ne surface ayant pour équation r^quation qui pvÉcfede et 
admettant un point conique à l'origine. Si ti, v, r tendent Ters zéro, le 
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Dans ces conditions, le point de contact du plan tangent a 
pour limite un point qui a pour équation 

Uoî„ + Vçij H- Ro^, = 0. 
Or ce point est précisément le point de contact de la coniquo 
et de la tangente 

11 résulte de là que cette conique appartient k la surface et 
que le plan des œy touche la surface en tous les points de k 
conique (*). 

59. Il peut se faire que le discriminant de la fonction 
Oj(w, V, r) soit nul, c'est-à-dire que la conique se réduise à 
deux points ; dans ce cas le plan tangent double touchera !a 
surface en ces deux points. 

60. On généralise aisément tous ces résultats. On dit qu'un 
plan P est un plan tangent multiple d'ordre p à une surface, 
lorsque par toute droite du plan on peut mener à la surface ;* 
plans tangents confondus avec le plan P. 

Si cette condition est remplie, le plan P touche la surface 
suivant une courbe de degré p ; et par toutes les tangentes à 
cette courbe, on peut mener au moins p-\-i plans tangents 
confondus avec le plan P, 

Pour qu'un plan tangent {u, v, w, r) à une surface ay^nt 
pour équation 

/■(.., »,»,>-) = 

soit multiple d'ordre p, il faut et il suffit que toutes les déri- 
vées partielles d'ordre p ~- \. de la fonction f{u, v, w, r) 
soient nulles pour les coordonnées du pian (cette condition 



trice du cône des tangentes, ce qiii revient à admettre que — et - 
lies limites a et i Téi'iflaiit la condition «!(a, 6, 1) ^ 0. 
(') Cette dÉmonstratloii ma (itÉ communiqute pai' M. Appell. 
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entraîne la nullité de toutes les dérivées partielles d'ordre 
inférieur). 

La courbe de contact a pour équation tangentielle 

(u/"„ + v/'„ + w/;„ + R/-;)^, =. 0. 

61. Application. — Pians tangents multiples du tore, — 

Cherchons d'abord l'équation tangentieile du tore engendré par un 
cercle 

{^ — af-i-s'-R.' = 0, ,j-0, 

tournant autour de Taxe des 3. 

, Un plan (m, v, w, r) sera tangent à ce tore, si en faisant tournei 
ce plan autour de Os, de manière à le rendre perpendiculaire ar 
plan icOs, le plan est tangent au cercle. 

Dans la rotation le point de rencontre du plan avec 0,3 ne chan^' 
pas; l'abscisse du point de rencontre avec Oic après la rotatin: 
est égale, au signe près, à la dislance de l'origine à la trace d 
plan sur le plan des œy ; il en résulte que l'équation du plan es. 
après la rotation, 



Ce plan sera tangent au cercle si l'on a 



cR; 



d'où l'on déduit 

f{u, V, w, r) = [(a^ -R^)(i^ + c=) -R%^ +r^]^ - 4aV^(«= + v^) = 
telle est l'équation tangentielle du tore. 

Pour obtenir les coordonnées des plans tangents multiples, j'égal 
à zéro les dérivées partielles du premier ordre de la fonclio 
fin, ,, », r). 

On a, en posant [a^ — ii^i{u^ -^v^) ^^^w^ + r^ = P, 

i ft = >1P(.' - R') - iaV] = 0, 



,!/•;=,■[?- 2«Vl«> + •■)] = . 
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On déduil de là les solutions suivantes : 

u = 0, v-0, P = ; 

ce qui donne 

on obtient les deus plans 

= =t li = 0. 
Si l'on forme l'équation de la conique de contact 

relative au plan ^ — K = 0, on obtient l'équation 

qui représente un cercle de rayon a ayant son centre sur Os, car 
si on transporte l'origine au point de l'axe des s qui a pour cote R, 
l'équation devient 

<■'(«■ + •')->-' = 0- 
Pour le plan :H-R:^0, on trouve 

„=(.. + ,.) _(_„RH-,). = 0, 
qui représente également un cercle. 

Les deux plans s ± R = sont des plans tangents doubles qui 
touchent la surface suivant des cercles. 
Les équations (1) admettent encore la solution 

P = 0, r — 0. 

On en déduit 

r = 0, 

nous obtenons une inTinilé de plans passant par l'origine et tangents 
à un cône de révolution. 

Deux de ces plans sont perpendiculaires au plan des :ap, les coor- 
données de l'un d'eux sont 

M = R, p-O, w = — v/a^ — R^ r=0. 

L'équation de la conique de contact peut s'écrire 

elle se réduit à deux points situés dans le plan des ^œ et symétri- 
ques par rapport à l'origine. 

Ces deux points sont les points de contact d'une tangente com- 
mune intérieure aux deux cercles qui constituent l'intersection du 
tore par le plan des îœ. 

On sait d'ailleurs que le plan tangent double considéré coupe le 
tore suivant deux cercles ; les points de rencontre de ces deux cer- 
cles sont les points de contact. 
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EXERCICES ET NOTES 



1. Pour obtenir l'équation taiigenlielle de l'enveloppe d'un plan, 
on peut, dans un grand nombre de cas, se donner les coordonnées 
u, V, !o, r du plan et écrire les conditions auxquelles est assujetti ce 
plan. On obtient une relation entre ces coordonnées qui est l'équa- 
tion cherchée ; quelquefois on peut avoir à éliminer certains para- 
mètres avant d'obtenir l'équation de l'enveloppe. 

2. D'un point M d'une surface on abaisse des perpendiculaires sur 
les plans de coordonnées supposés rectangulaires ; trouver Venve ■ 
loppe du plan qui passe par les pieds de ces perpendicwloires. 

Soit U3)-\-vy-\-tc^-\-r =^ 

l'équation du plan dont on cherche l'enveloppe ; ce plan coupo les 
plans de coordonnées suivant trois droites ; nous menons par ces 
trois droites des plans perpendiculaires aux plans de coordonnées 
correspondants, ces plans ont pour équations 

v«c -j- 10.- + r C3 0, 

itx-i-vy + r := 0, 
et il suflit d'écrire que le point de rencontre de ces trois plans est 
sur la surface donnée. 

Ce point a pour coordonnées — ^j ~~^J~' ~T~'' <"i '^'^''i- 
vant qu'il est sur la surface 

f{x, y, =} = 0, 
on a l'équation tangentielle de l'enveloppe clierchée, 

Si la surface donnée est un eliipso'ide 



l'équation de l'enveloppe est 
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OU 

Son équation ponctuelle est alors {'Si) 

3. On Joint im point M quelconque d'une surface à un point 
fi3!e ; •par le point M on mène im jilan perpendiculaire à MO; 
trouver l'enveloppe de ce plan. 

4. On domïe un plan P et un point A; par le point A on mène 
un plan quelconque Q ; on demande l'enveloppe des plants bisseoleurs 
des plans P et Q. 

Soit ux + '»y + io^-hr = l} ([} 

l'équation d'un des plans dont on cherche l'enveloppe. Par l'inler- 
seciioQ de ce plan et du plan P on mène un plan passant par le 
point A, et il suffit d'écrire que le plan ainsi ohtenu est symétrique 
du pian P par rapport au plan représenté par l'équation (I), 

5. Surface de l'onde. — La surface de l'onde étudiée en optique 
par Fbesnel peut se définir géométriquement de la manière sui- 
vante : 

Si, par le cenlne d'un ellipsoïde, on élève une pei-pendiculaire à 
cliaque plan diamétral, et qti'on porte sur cette perpendiculaire, à 
partir du centre, des longueurs égales av,a> demi-axes de la section 
diamétrale considérée, le Ueu des extrémités de ces longueurs est la 
surface de l'onde. 

Soit -^+-^+-^~i='> 

l'équation de l'ellipsoïde ; on. sait que les demi-a\cs de la section de 
cet ellipsoïde par le plan diamétral 

sont racines de l'équation 

k3 ki -A 

1 1 1 1 J _ 0^ 



On en conclut que l'équation ponctuelle de la surface de l'onde 
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OÙ l'on suppose p^ :^ a^ + y'-+- î^ 

Pour obtenir l'équation langentielle de cette surface, nous nous 
appuierons sur le théorème suivant : 

Si deua: ellipsoïdes concentriques sont polaires réciproques par rap- 
port à une sphère de même centre, les surfaces de l'onde correspon- 
dantes sont polaires réciproques par rapport à la même sphère {'). 

La polaire réciproque de l'eilipsoïde E par rapport à la sphère 

a pour équation 

et la surface de l'onde relative à cet ellipsoïde a pour équation 
ponctuelle 



1 



ït* 



R^ 



lt> 



Cherchons l'équation tangentielle de la polaire réciproque de celte 
surface par rapport à la sphère. 

Un plan ux -i- v>/ + w: -i- r =: 

sera tangent à cette polaire réciproque si le pôle de ce plan par rap- 
port à la sphère est situé sur la surface (S'). 

Le pôle du plan a pour coordonnées — — , — ■ — - , — ; 

on aura donc, en posant h^ =. i^ + -u^ + w^, 



c'est l'équation tangentielle de la surface S. 

En chassant les dénominateurs, l'équation ponctuelle s'écrit, après 
suppression du facteur œ=-f-!/^-|-:^, 



(*) Voir pour la démonstration de ce théorème, le Traité de Géométrie de 
MM, RooGHÉ et DE CoMBEEOossB, OÙ l'ofl trouvora une étude géométrique très 
simple de la surlace de l'onde. 
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( a%= + 6=1/= + c=i^](ars + y' + 3=) 

et l'équation tangentielie, après suppression du facteur ï[=+ii=+to=, 

devient 

/•(«, «, w, r) = (ÈV«ï + c%î«s + a=6%=)(H= + ii= + w=l 

- r'[(b' + c')»^ + (c= + fl=)ii= + (a^ + h^]«i'] + r^ = . 

On voit ainsi que la surface de l'onde est da quatrième degré et 
de la quatrième classe. 

Nous nous proposons d'étudier les plans tangents multiples de 
celte surface. 

Les coordonnées de ces plans doivent vérifier les équations 

1 n = - r[{6= + c^W + {c^ -+ «^)«^ + (a= -h b^)w^ - 2r^] = 0. 

On voit tout de suite qu'on ne peut avoir r = 0, car on en 
conclurait w = « = lo = 0. 

De la dernière équation nous tirons 

■s - ffr' + -^^M ■+■ {f^ ■+■ a^)n^ + li^ -h b^)'jy^ 



(1) 

et en remplaçant dans les trois premières, divisant la première par 

6^ — c=, la seconde par c^ — a^ et la troisième par a^ — 6^, on a 

«[(Z.2 — c^)ii^ — (c= — a^)v^ — [a^ — b^)w^] = 0, 

,[ _ [&i _ c'')u^ + (cï _ a^)oS _ (a= _ 6^)«,2] ^ 0, 

„,[ _ (ja _ c=)«= - (0^ - a=)^= + {a> - &=)«,=] = 0. 

Les trois quantités entre crochets ne peuvent être nulles que 

pour ii = iî^io=^0; on en conclut que l'une des iuconnues 

u, V, 10 doit être nulle. 

Supposons M = ; on en déduit 

qui ne nous donne pour u et 10 que des valeurs imaginaires. 
11 en est de même si l'on suppose 10 = ; on a 
(S._,.),._(„._„>= = 0. 
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3ste doac à supposer 



s prendre 



et on en conclut, à l'aide de la relation (1), 
î-s — b^a^ — cî). 
Nous obtenons quatre plans tangents doubles réels, dont les équa- 
tions sont 

ils sont perpendiculaires au plan des sœ, et on peut reconnaître 
que leurs traces sur ce plan sont les tangentes communes au cercle 

et à l'ellipse 

^+ 4- — 1 = 0- 
Considérons l'on d'eux, 

et proposons-nous de chercher la conique suivant laquelle ce plan 
touche la surface. 
L'équation de celle conique sera 

+ 2LIR^i,. + 2VW/'';,„ + 2V^fl,. + 2WRf ;'„ = 0, 
où l'on tait 

On obtient ainsi l'équation 
46ScS(aS — im^ — («" — &^)(6' ~ c^)f"^ — 0')^' + 4a=&i'(6^ ~ c=}Ws 

— 4&i6^+c^li/a= — cV"^ — ''"UR— *^("^+*^)v'«^^^v'''' — '^^WR = 0, 
qu'on peut encore écrire 
[i&/S5^^R - (6^ + c^),/H^^^U - (a^ -F 6')^^^^^ WP 

— (62 -c^](a^— 6^)[i/6=' — c'U — i/t!'— env]^ 

— («i — &^)(a2 — G^W — ''^)V^ = - 

Sous cette forme on reconnaîtra aisément l'équaLion d'un cercle 
en se reportant au chapitre V. 
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6. Surfaces podaii-es. — Étant donnée une surface S et un 
point 0, on appelle surface podaire de celle surface par rapport au 
poinl le lieu des projections du point sur les plans tangents à 
la surface S. 

Étant donnée l'équation langentielle de la surface S, on aura 
aisément l'équation ponctuelle de la surface podaire. 

Démontrer que la normale en un point de la surface podaire passe 
par le milieu de la droite qui joint le point au point de contact dit 
plan tangent correspondant de la surface S. 

7. Surlaces parallèlcB. —Étant donnée une surface S, en un 
point A de cette surface on mène la normale sur laquelle on prend 
de part et d'autre des longueurs AM et AM' égales à une longueur 
donnée. Le lieu des points M et M' est une surface qu'on appelle 
surface parallèle relative à la surface S. 

Démontrer que le plan tangent en M à la surface parallèle est 
parallèle au plan tangent en A à la surface S ; déduire l'équation 
tangéntielle de la surface parallèle de V équation tnngentielle de la 

8. Trouver l'enveloppe des plans coupant trois droites dotmées en 
trois points qui soient les sommets cî'îhî triangle isocèle ou rectangle . 

9. Trouver l'équation tangéntielle du cercle intersection de la 

^^ + y^ + =^-Il^ = 
et du plan 

ax -\- by -\- cz + d — 0. 

10. ÏVoKuei- l'équation tangéntielle de la parabole section du, 
cylindre 

y^ — 2ps} := 
et du plan 

«ar + &(/ + oî + rf = 0. 

11. Nous avons étudié le complexe linéaire aux numéros 2S, 27 et 
dans la note n à la fin du chapitre I. 

Supposons que l'on ail une relation homogène et de degré p entre 
les coordonnées pluckériennes d'une droite 

cette équation représente un complexe du p= ordre. 
Il est aisé de voir que les droites de ce complexe qui passent par 
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un point donné P(a;', y', s', t') forment un cône du p" degré ayanl 
pour sommet ce point. 

Menons, en effet, par le point P «ne droite quelconque sur 
laquelle nous prenons un point arbitraire M(a;, y, z, t); pour que 
cette droite appartienne au complexe, on doit avoir 
'^{oot'—ta^, yl'—iy', zl'—tz', yz'—zy', zx'—xz', xy'—yx') =0, 
équation qui représente un cône du p' degré et de sommet P ; ce 
cône est appelé le cdne du complexe. 

De môme, les droites du complexe qui sont situées dans un plan 
Q(t!', v\ lo', r') enveloppent une courbe de p' classe. 

liln effet, un plan quelconque R(m, v, w, r) coupe le plan Q sui- 
vant une droite A dont les coordonnées sont 



Pour que celte droite appartienne au complexe, il faut qu'on ait 
o{vio'-iov', wu'-uw', Mu'-W, w-'-rn', ■cr'-rv', iDr'-rw')=0. 

Celte équation est l'équation tangentielle d'une courbe de 
p' classe située dans le plan Q et qui est l'enveloppe des droites A. 

Cette courbe est appelée la courbe du complexe. 
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62. Nous avons appelé surface dévdoppable une surface qui 
a drAix équations tangentielles, c'est-à-dire dont les coordon- 
nées des plans tangents satisfont à deux équations, ou sont 
fonctions d'un seul paramètre indépendant (46). 

Nous avons vu également que ces surfaces sont réglées et 
que le plan tangent est le même en tous les points d'une géné- 
ratrice. 

11 est clair que, réciproquement, si une surface réglée est 
telle que le plan tangent soit ie même en tous les points d'une 
génératrice quelconque, le plan tangent ne dépendra que d'un 
seul paramétre, et la surface sera développable. 

Considérons une surface réglée engendrée par la droite 

Y = èZ + q, 
a. i, ^, q étant fonctions d'un paramètre <j>, et proposons- 
nous de trouver la condition pour que celle droite engendre 
une surface développable. 

Donnons au paramètre <» une valeur particulière, désignons 
par G la génératrice correspondante, prenons sur cette géné- 
ratrice un point arbitraire M de cote î, et cherchons l'équa- 
tion du plan tangent au point M. 

Nous remarquerons pour cela que les coordonnées d'un 
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point quelconque de la surface peuvent êtro considérées 
comme fonctions de deux paramètres u et : ; on a 



le 


plan 


tangent 


en un point [x, y 


^) 


ie cette surface a 


comme 


01 


sait 


pour équation 
















X-3- 


Y-î/ 


Z~ 














dx 


ày 

(ho 


dz 




= 0, 










dx 


à!/ 
(h 


<h 









y, b 1 

les accents désignant des différentiations par rapport à ii. 

Ajoutons aux. éléments de la première colonne ceux de la 
troisième multipliés par — a, puis aiis éléments de la 
deuxième colonne ajoutons ceux de la troisième multipliés 
par — S ; on obtient, en observant que az-^p =x et 
bz-i-q = y, 



-P 



-6Z- 





ou 

(X - al -p){b'z + q'] - (Y.- bZ - q){a'z +2'') - 0- 
On voit ainsi que le plan tangent contient la génératrice G, 
et qu'en général le plan tangent tourne autour de cette droite 
quand z varie, c'est-à-dire quand le point M décrit la géné- 
ratrice. 

Pour que la surface soit développable, il faut que ce plan 
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tangent reste fixe quand le point M décrit la giiaératric* 
c'est-à-dire que la fraction 



soit indépendante de z ; on doit donc avoir 

IJ q' 

OU 

«V/-//ï/ = 0; (1) 

c'est la condition nécessaire et suffisante pour que la surface 
réglée soitdéveloppable. 

On voit d'ailleurs que si cette condition est remplie, l'équa. 
tion du plan tangent ne contient que le paramètre <>i. 

63. Exemples. — Il est aisé de voir que le cône et le cylin- 
dre sont des surfaces déveioppables ; en effet, si la droite en- 
gendre un cylindre, o et 6 sont des constantes, a' et b' sont 
nuls et la condition (1) est vérifiée. 

Si la droite engendre un cône, elle passe par un point fixe 
{xii, î/o, 2o) ; on a donc 

y, ^hz,^q\ 
on en déduit, en di lier en liant par rapport à w, 

= a'Ec -I- ?y, 
= b'z^ + q\ 
et en éliminant za on trouve la condition (1). 

64. Les surfaces déveioppables jouissent encore d'une 
propriété fort importante, comme le montre le théorème sui- 
vant : 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une surface réglée soit développable est que la génératrice soit, 
dans toutes ses positions, tangente à une courbe fixe. 

1" La condition est nécessaire. — Soit une droite G engen- 
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drant une surface développable 

S = aZ-hp, } 

(G) 

a, b, p, q étant fonctions da paramètre tu, et vérifiant la 
relation 

a'q' — b'p' = 0. 

Jo vais montrer que celte droite es! tangente aune courbe 
lixe. 

A chaque génératrice G je fais correspondre un point M 
situé sur la génératrice ; il suffit pour cela de considérer la 
cote s du point M comme une fonction de ui, o(u>). 

Le lieu des points M est alors une courbe ; nous allons 
montrer qu'on peut déterminer la fonction u((o) en sorte que 
la génératrice G soit tangente à cette courbe au point corres- 
pondant M, 

Les coordonnées du point M sont 

Y = A; + 5, 

Z = ;, 
où l'on suppose z = o{")): 

Nous allons écrire que les paramètres directeurs de la tan- 
gente à la courbe lieu de M sont proportionnels à a, à, i. 



a b 1 

ou 

a'z -\-p' ~ //'z -h f/' = 0. 

Ces deux relations ne définissent qu'une seule valeur de z, 
puisque l'on a a'q' — b'p' = 0. 
On voit ainsi que ia génératrice touche la courbe fixe en un 

point qui a pour cote ■ ; ou — — ■ 

2° La condition est suffisante. — La tangente en un point 
(x, 1/, z) d'une courbe a pour équations 
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X— 37 =3;'(Z— ï), 

X = x'Z + x — x'z, 

Y= y'Z-+-y — y'z, 
les accents désignant des différentiations par rapport à z, on 
voit alors immédiatement que l'on a 
x" _ {x — x'z) ' 

y" ^(y— y'^y' 

ce qui prouve que la tangente enveloppe une surface dévelop- 
pable. Le théorème est démontré. 

Cherchons le plan tangent à la surface en tous les points 
(l'une tangente. Nous supposerons pour cela que les coordon- 
nées d'un point quelconque de la courbe sont l'onctions d'un 
paramètre i». 

Les équations d'une tangente sont 

X-^ + ^'p, 

Z = 3-1-2'p. 

Quand u varie, cette tangente engendre une surface réglée, 
et le plan tangent en un point de cette surface a pour équa- 
tion 



V - 



on le voit en considérant un point de la s 
iion des deux paramètres "> et -. 
Cette équation peut s'écrire 



= 0, 



-X Y- 



■y 



• représente l'équation du plan oscnlateur à la courbe au 
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point de contact de la tangente sur laquelle on a choisi le 
point de la surface . 

On reconnaît ainsi de nouveau que le plan tangent est indé- 
pendant de p, c'est-à-dire qu'il est le même en tous les points 
de la génératrice, ce qui prouve que la surface est dévolop- 



65. La courbe à laquelle sont tangenl.es les génératrices 
d'iine surface développable s'appelle Varèie de rebrornsement 
de la surface. 

La raison de cette dénomination consiste en ce fait que toute 
section plane de la surface présente un point de rebroussement 
au point de rencontre de l'arête de rebroussement et du plan. 

Pour le démontrer, prenons ce point pour origine, pour axo 
Os la tangente h la courbe en co point, et pour pian des xy le 
plan sécant. 

Nous supposerons que les coordonnées x et y d'un point 
de la courbe sont fonctions de z ; alors, puisque Os est la 

tangente à l'origine, -7^ et -^ sont nulles pour s = 0. 
dz dz 

La tangente en un point quelconque de la courbe a pour 
équations 

x-. = 4^(z-=), 



en coupant par le plan Z = 0, on a les coordonnées d'un 
point quelconque de la section en fonction de z : 



Les paramètres directeurs de la tangente en un point de 
cette section sont 
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d'\i 



CCS deux quantités sont nulles pour : = 0, ce qui montre 
que l'origine est un point de rebrousseraPnt de la section par 
le plan des xy. 

D'après ce qui a été dit plus haut, les plans oseulateurs do 
l'arête de rebroussemenl sont tangents à )a surface. 



66. Si la surface développable est définie par deux équations 
tangentielles, 

=(«, -, .., >•) = 0, ( ^ ' 

nous avons vu au numéro 45 que son équation ponctuelle 
s'obtenait en éliminant u, v, to, r entre les équations (2) et 
les suivantes : 

ux+vy + >rz + rt = 0, (3) 

y 



n n /■;- 



Or, l'équation (4) a été obtenue en supposant r constant ; 
on pourrait faire la môme hypothèse pour l'une quelconque 
des variables ; on aurait ainsi l'équation 



A fi r. /■; 



qui exprime que tous les déterminants à neuf éléments tirés 
du tableau qui figure dans le premier membre sont nuls ; 
cela ne donne, en réalité, que deux conditions, et ces condi- 
tions entraînent la condition (3). 

On peut donc dire que l'équation ponctuelle de la surface 
est obtenue en éliminant w, v, vj, r entre les équations (2) 
et (5). 

Les deux équations (5} sont alors les équations de la géné- 
ratrice suivant laquelle le plan («, v, lo, r) touche ia surface ; 
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cette droite joint les deux poinls qui ont pour coordonnées 
homogènes /*„, /"i, /^., f, et Uu, <^',„ m^, tf>;, c'est-à-dire les 
points de contact du plan a-vec les deux surfaces représentées 
par les équations (2). 

Ainsi, quand une surface développable est définie par les 
plans tangents communs à deux surfaces, les génératrices de 
cette développable sont les droites qui joignent les points de 
contact sur les deux surfaces de chaque plan tangent com- 

On dit que cette surface développable est la développable 
commune aux deux surfaces représentées par les équations 
(2) ; et, d'après ce qui précède, cette développable est cir- 
conscrite aux deux surfaces; elle touche chaque surface sui- 
vant une courbe, lieu géométrique sur cette surface des points 
de contact des plans tangents communs. 

Il peut arriver que l'une des équations (2) représente une 
courbe, il peut même se faire que toutes deux représentent 
des courbes ; on dit alors que la développable est commune à 
une surface et à une courbe, ou à deux courbes. 

Il résulte des considérations précédentes que si im plan 
(u, u, îtJ, 1") est tangent à la développable définie parles équa- 
tions (2), la génératrice de contact est représentée par les 
équations 

u/''„ ^h v/";, -h WA -H R/'; ^ 0, 
U!ç'„ -h voi -1- w-?;, -i- R?; = 0. 

67. Classe (l'une suplaue développable. — On appelle classa 
d'une surface développable le nombre de plans tangents 
qu'on peut lui mener par un point arbitraire de l'espace. 

Si la surface est définie analytiquement par deux équations 
tangentielles, algébriques et entières, la classe de la surface 
est égale au produit des degrés de ses deux équations. 

En effet, les plans tangents menés à la surface par un point 
(^01 Va! ^o) seront détermines par les équations 
f[u, V, w, r) = 0, 
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o(„, ., ,0, r) = 0, 
iiJ-0 -H vyo + WZa -hT — ; 
le nombre des solutions est égal au produit des degrés des 
fonctions f et o, 

68. Étant donnée une surface, il existe une infinité de sur- 
faces développables qui lui sont circonscrites ; on peut, en 
effet, imaginer une ligne quelconque tracée sur la surface et 
l'ensemble des plans tangents à la surface en tous les points 
de la ligne ; ces plans tangents enveloppent une surface déve- 
loppable (car ils ne dépendent que d'un seul paramètre), qui 
est circonscrite à la surface donnée en tous les points de la 
ligne, car la caractéristique de chaque pian tangent passe par 
le point de contact. 

D'ailleufô, ces développables peuvent être définies analyti- 
quement en adjoignant à l'équation tangentielle de la surface 
donnée une seconde équation choisie arbitrairement. 

Comme exemple, considérons une surface S, 
f{u, V, w, rj ^ 0, 
et un plan P(t(o, Uo, w„, r„) ; imaginons la développable circons- 
crite à la surface S en tous les points de la section par le 
plan P. 

Un plan tangent à la surface S sera tangent à îa dévelop- 
pable si son point de contact est dans le plan P, c'est-à-dire 
si l'on a 

uofL + v»n ■+■ w»A -1- nf'r = . 

11 en résulte que la développable circonscrite cherchée est 
définie parles équations 

f{u, V, w, r) = 0, 

«0 A + "o/'i + î''o/'w -I- nf'r = ; 
elle est de classe m{m — 1) si la surface est de classe m. 

Si le plan P est le plan de l'infini, la surface développable 
circonscrite h la surface S est ce qu'on appelle la dévelop- 
pable asymptote ; elle est définie par les deux équations 
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/■(«, V, w, r) = 0, 

/■; = 0. 

Nous reviendrons sur ces notions dans !a suite. 

69. Soit une surface développable définie par les équations 

A», «, », .•) = 0, 

ç(«, ., », .■) = 0; 
il est clair que si l'on combine ces équations d'une manière 
quelconque, on obtient l'équation d'une nouvelle surface cir- 
conscrite à la développable. 

Si l'équation obtenue représente une courbe, cette courbe 
rencontrant toutes les génératrices de la surface sera située 
sur ia surface développable. 

Par exemple, si on élimine w entre les équations précé- 
dentes, on obtient une équation 

R(.,, V, ,■) = 0, 
qui rcprcBcnte une courbe dans le plan des xy, section de hi 
surface par ce plan. 

On aurait, d'une manière analogue, les sections de la surface 
par les autres plans de coordonnées. 

Enfin, si l'on élimine )■ entre les deux équations, on aura 
l'équation de l'intersection de la surface par le plan de }'in- 
fmi. 

70. Si l'une des équations qui définissent une surface déve- 
loppable est du premier degré , tous les pians tangents à la sur- 
face passent par un point fixe ; cette surface est alors un cône 
ou un cylindre selon que le point est à distance finie ou infinie . 

Étant donnée l'équation d'une surface non développable, 

/(„, „, », ,•) = 0, 

le cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet le 

point [x, y, :, t) aura pour équations tangentielles 

/(«, », », r) = 0, 

iix -vvy -^ wz -^ rt ^ 0. 
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71. Si Ira sommet est h l'origine, ses Équations deviennent 
'f{u, V, w, r) = 0, 
r = 0; 
en faisant *■ = dans la première équation, elle se trans- 
forme en une équation homogène en m, v, w, 

?(», ., ») = 0, 
qui représenie une courbe à Tinfini, trace du cône sur le plan 
de l'infini. 

On aura l'équation ponctuelle de ce cûne en appliquant la 
méthode générale indiquée plus haut(66), c'est-à-dire en cher- 
chant le lieu engendré par les génératrices. 

On éliminera pour cela u, v, w entre les équations 

ux -i- vy -]- luz = 0. 

On remarquera que les calculs sont les mêmes que si l'on 

voulait obtenir, en géométrie plane, l'équation ponctuelle d'une 

courbe dont on aurait l'équation tangenlielle (voir Premièro 

Partie, n" 31). 

Ainsi, étant donné le cône de seconde classe défini par les 
équations 

au^ •+■ a'v^ -t- aV ■+- Ibmu -i- 'ili'wù -i- 'il/uv — 0, 



son équation ponctuelle est 







H_ 2(0''/- — a'/,')za: -+- 2{*i' — a'b'')xy — 0. 
Réciproquement, étant donnée l'équation ponctuelle d'un 
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cùne ayant pour sommcL rorigîne, 

f{x, y. £} = 0, 
la condition pour qu'un plan soit tangent à ce cône, s'obtient 
en éliminant x, y, z entre les équations 

Ma: H- tll/ + lUZ = 0, 

et enjoignant au résultat de l'éliminaiion la condition 

ï' = 0. 

Les équations tangentielles du cùne 

•xx^ ■+- ^tf + ct";^ + 2?ys -+- ^?-'zx -{- ^^'xy = 
sont 

+ 2(S'?- a'^)WM + 2(p^'-«"^")«î. = 0, 
y = 0. 
Il y a, comme on le voit, la plus grande analogie entre la 
théorie des coniques et celle des cûnes du deuxième degré. 

72. Si dans les équations du n° 70 on suppose ( = 0, les 
équations 

f{u, V, 10, r) = 0, 

ux-i-vy-i-wz =0 
dr;rmissent le cylindre circonscrit à la surface 

f(u, V, IV, r) = 
et dont les génératrices ont pour paramètres directeurs 
X, y, s. 
Ainsi les équations 

/■(«, V, w, r) = 0, M = 

représentent le cylindre circonscrit à la surface parallÈlement 
à 0^, et par suite, l'équation 

/■(O, », », r) = 
est l'équation tangentielle de la trace de ce cylindre sur le 



y Google 



100 COOHnONM^liS ÏAiVOlïNl'IELr.liS. — CÉOMKTRIK DANS L'ëSPACE 

plan des yz, c'est-ii-dire du contour appai'(;iit de la surface sur 
ce plan. 
Si l'équation 

/■(„,„,.,,,-) =0 

représente une courbe, l'équation 

/■(O, ., », >•) = 
est l'éqnation tangentielle de la projection de cette courbe 
sur le plan des yz, la projection étant faite parallèlement à 



73. Exercice. — Etant dontiés une qnadriqite, un plan P, et v.n 
pomt A dans ceploM, trottver le lieu des sommets des cônes circons- 
crits à la quadrigue et tels que la section de chacun de ces cènes par 
leplan P admette pour foyer le point A. 

[Concours général, 1875.) 
Je prends pour axes des a et des y deux droites rectangulaires 
quelconques passant par le point A et situées dans le plan P, l'axe 
des î étant arLitraire. 

L'équation tangentielle de la quadrique est 
f(u, i>, to, r) = au^ + aV + «"tu^ ■+- %bvw ■+- 26'«;t(+ Wuv -\- 2cur 
-H 2c'vr + 2o°wr + dr^ — 0. 
Soit {%,%■() un point du lieu; le cône circonscrit ajiint pour 
sommet ce point a pour équations 

fiu. V, w, r) = 0, 



En éliminant m entre ces deux équations, on aura l'équation tan- 
gentiellfi île la section de ce cône par le plan des o^ij ; on obtient 



Y 7 

On aura le lieu en exprimant que cette conique a pourfoyer l'ori- 
gine, et il suffit pour ce]a d'écrire (voir Première Partie, n" 147) 
que le coefficient de w^ est égal au coefficient de v^ et que le coef- 
iicient de ^l■v est nul. 
On obtient sans difficulté les équations suivantes : 

«"[hB _ pî) _ 26'aY + 36?-/ + (a~ a')-;^ = 0, 
u"a^ — bay — b'^y -i- ^/'j^ = 0, 
de telle sorte que les Équations du lieu sont 
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a'\a:^ ^ ,f) —Wx: -h 2bi/^ -i- [a — a'):^^ — 0, 

o"a:i/ — bx:s — b'ij: + b":^ =: 0. 

Ces deux équations reppésentent deux cônes du deuxième degré 

ayant pour sommet l'origine ; i! en résulte que !e lieu se compose 

de quatre droites passant par le point A. 

Deux de ces droites seulement sont réelles; car si on coupe les 
cônes par le plan z = h, on obtient deux hyperboles équilatèrea 
concentriques et telles que les asymptotes de l'une soient bissec- 
trices des asymptotes de l'autre, et ces deux courbes n'ont que deux 
points réels communs. 

74. Principe de dualité- — De même qu'en géométrie plane, 
on aperçoit toute l'analogie qui existeentre les formules rela- 
tives aux coordonnées tangentielles et celles de la géométrie 
ponctuelle. On peut répéter presque textuellement ce que 
nous avons dit au numéro SU de la Première Partie de cet ou- 
vrage. 

Imaginons une propriété quelconque relative à une figure 
de l'espace composée de points, de droites, de plans, de lignes 
et de surfaces quelconques ; cette propriété s'exprime par 
une ou plusieurs relations entre des coordonnées dépeints 
{x, y, z, t) et des coordonnées de plans (w, v, w, r). 

Changeons la signification de ces quantités dans les mêmes 
relations, c'est-à-dire supposons que les lettres a:, y, s, ( re- 
présentent des coordonnées de plans, et que les lettres w, u, 
w, r représentent des coordonnées de points ; aux équations 
ainsi modifiées correspondra une nouvelle propriété qui se 
rapportera à une autre figure, et l'on dira que cette propriété 
est corrélative de la première. 

Cette simple remarque nous permet de doubler chaque 
théorème de géométrie de l'espace, et le principe qui permet 
ce dédoublement, est ce qu'on appelle le principe de dualité, 

75. I! est évident que la première propriété se déduit de la 
seconde par le même procédé, c'est pour cette raison que l'on 
dit que les deux propriétés sont corrélatives, ainsi que les 
deux figures auxquelles se rapportent ces propriétés. 
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D'après cela, h un point ayant pour coordonnées a, b, c, d 
appartenant à l'une des figures correspond dans l'autre figure 
un plan qui a pour coordonnées a, h, c, d, c'est-à-dire dont 
l'équation est 

ax + by-^ CZ + dt = 0. 

Théorème. — A. des points situés dans un plan correspondant 
des plans passant par un même point. 

Considérons en effet l'équation 

ux + vy-\- iv^ 4- )■( — 
qui exprime que le point [x, y, z, t) est dans le plan 

Si l'on suppose que u, v, w, r restent fixes et qu'on fasse 
varier x, y, s, t d'une manière quelconque, on aura une infi- 
nité de points situés dans un plan. 

Changeons la signification de ces coordonnées ; l'équation 
qui précède exprimera que tous les plans qui ont pour coor- 
données œ, y, E, t passent par le point fixe {u, v, w, r). 

On voit^en même temps que le plan dans lequel sont les 
points correspond au point par lequel passent les plans corres- 
pondants. 

Théorème. — A des points situés en ligne droite r.orrespon- 
dent des plans passant par une droite. 

Soient deux points A(a;, y, z, t) et ^{af, y', z', l') ; tout point 
de la droite AA' a pour coordonnées x + Xa/, y -\- ly', 
E 4- V et ( + W. 

Changeons la signification des coordonnées ; aux deux points 
A et A' correspondent des plans P et P', et tout plan dont 
les coordonnées sont a; + Ix'', y H- hj', z-hlz' et / M- If' 
passe par l'intersection de P et de P. 

Le théorème est démontré. 

D'après ce théorème nous pourrons dire qu'à une droite 
correspond une droite, mais il faut entendre par là qu'à 
tous les points de l'une correspondent tous les plans qui pas- 
sent par l'autre, 

A un point quelconque de l'une des droites correspond un 
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plan et un seul passant par l'autre ; il y a donc entre les points 
de la première droite et les plans de !a deuxième une relation 
homographique ; par suite quatre points quelconques de la 
première droite ont un rapport anharmonique égal h celui des 
quatre plans correspondants qui passent par la seconde. 

76. Au plan de l'infmi correspond l'origine des coordonnées ; 
ïi une droite située dans le plan de l'infini correspond une 
droite passant par l'origine, etc. 

Il en résulte qu'à des plans parallèles correspondent des 
points en ligne droite avec l'origine ; à des droites parallèles 
correspondent des droites situées dans un mômo plan avec 
l'origine, etc. 

77. On peut enfin remarquer qu'un point et un plan corres- 
pondants sont pôle et plan polaire par rapport à la quadrique 

car le plan polaire d'un point (a:, »/, s, i) par rapport à cotte 
quadrique a pour i^uation 

Xj;-|-\y M-Z;-M( = 0, 

et par conséquent les coordonnées de ce plan sont égales aux 
coordonnées de son pôle. 

Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, cette qua- 
drique est une sphère imaginaire dont le carré du rayon est 
égal îi — 1 ; le plan polaire d'un point A est perpendiculaire 
îi la droite OA, il rencontre cette droite en un point B situé 
par rapport au point du côté opposé au point A, et le pro- 
duit des longueurs OA et OB est égal à 1. 

Il en résulte que si deux plans font un certain angle, les 
deux points correspondants sont vus de l'origine sous un an- 
gle égal ou supplémentaire. 

Les considérations qui précèdent nous permettent de trans- 
former les propriétés des figures rectilignes, composées uni- 
quement de points, de droites et de plans. 
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78. Exercice. — Proposons- nous de transformer la propriété bien 
connue qui suit : 

Dans tout trièdre les plans passant par chaque arête ei perpendi- 
culaires à la face opposée passent par une même droite. 

Aux trois faces Pi, Pï, Ps du trièdre correspondent trois pointa 
Aj, As, Ab) aux arêtes du trièdre correspondent les trois côtés du 
triangle AjAaAs. 

A un plan quelconque P pussantparl'arète,intersectionde Pî et P3, 
correspond un point A situé sur le côté AaAs. Si le plan P est per- 
pendiculaire au plan Pi, les droites joignant l'origine des coor- 
données aux points A et Ai seront perpendiculaires ; il en résulte 
que le point A sera à l'intersection du côté A9A3 et du plan mené 
par le point perpendiculairement à OAi. 

Les trois points analogues au point A seront en ligne droite et on 
pourra énoncer le théorème suivant : 

Etant donnés mîi triangle et un point dans l'espace, si l'on ooii^ 
sidère les trois points obtenus en prenant l'intersection de chague 
cblé du triangle avec le plan passant par le point et perpendicu- 
laire à la droite joignant le point au sommet opposé du triangle, 
ces trois points sont en ligne droite. 

79. Étant donnée maintenant une surface appartenant à la 
première figure et ayant pour équation ponctuolle 

f{x, y, z, t) = 0, (S) 

il lui correspond dans la seconde figure une autre surface 
ayant pour équation tangentielle 

fin, V, w. r) - 0. (S) 

Aux points de la surface S correspondent les plans tan- 
gents de la surface S. 

Le degré d'une surface est égal à la classe de la surface cor- 
respondante. 

11 y a réciprocité, c'est-Ji-dire qu'aux plans tangents de la 
surface S doivent correspondre les points de la surface S. 

En effet, le plan tangent en un point ^x, 1/, s, t) de la sur- 
face S a pour équation 

X/i -+- yf'y + '/■['= -!- T/'; = ; 
à ce plan correspond le point qui a pour équation tangentielle 
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^fu ■+■ ^f[: -H w^'„ + R/';, ^ 0, 

en supposant t; = a:, " = i', iv ^ s, r = (. 

Or ce point est le point de contact du plan tangent (m, v, v), t) 
à la surface S. 

80. Cas particulier. — Supposons que la surface S soit du 
deuxième degré, la surface S est de deuxième classe, ces 
deux surfaces sont des quadriques. 

Si d'un point [x^, y„, z^, t„) on mène des plans tangents h ia 
quadrique S, on sait que les points de contact de ces pians 
sont situés dans le plan 

Corrélativement, si l'on prend l'intersection de la quadrique 
S avec un plan (uo, v^, wn, fo), les plans tangents aux points 
de rencontre passeront par un même point ayant pour équa- 
tion 

De même, si les coordonnées {x,, y,, z„ l,) et [x^, y-i, z^, k) 
de deux points A, et As vérifient la relation 

v:, +»/;,+ '.A, +'/..■ = »> 

on sait que la droite joignant ces deux points rencontre la 
quadrique en deux points conjuguas |harmoniques par rapport 
à A] et Aa. 
Corrélativement, la relation 

»/:, + »./■;. +»,/!. + >•,/;, = » 

exprime que les plans tangents menés à la quadrique S par 
l'intersection des deux plans Pi(iii, "iiWj, J^i) etPî{u^,V2,w^,r^) 
sont conjugués harmoniques par rapporta Pi et P^. 

81. Supposons que la surface S soit un cône ; alors tous les 
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plans tangents à ce cùne passent par un même point, qui est 
le sommet du cône. 

Il en résulte que tous les points de la surface corrélative S 
sont dans on même plan, et par suite l'équation 

t\u, V, lu, r) = Ù 

représente une courbe plane. 

Ce résultat peut encore être établi en remarquant que si 
l'équation 

représente un cûne, le premier membre f{x, »/, s, () est fonc- 
tion de trois fonctions linéaires ; il en sera de même de 
/■(îi, V, w, r), ce qui montre (37) que l'équation 

/■(«, ., w, r) = 

représente une courbe plane. 

82. Plus généralement, supposons que la surface S soit une 
surface développable ; alors les coordonnées de ses plans tan- 
gents sont fonctions d'un seul paramètre. A tous ces plans 
correspondent des points dont les coordonnées sont fonctions 
d'un seul paramètre ; donc tous ces points sont situés sur une 
courbe, et l'équation 

/■(w, u. w,r) = 

est l'équation tangenlielle de celte courbe. 

On peut d'ailleurs trouver la condition analytique pour 
qu'une surface soit développable. 

L'équation du plan tangent en un point d'une surface est 

en posauL 



Pour que le plan tangent ne dépende que d'un seul para- 
mètre, il faut et il suffît que les trois quantités 
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soient fonctions de l'une d'entre elles, c'est-ci-dire que l'on ait 

z—px — qy = f{p), 

q = o{p). 

On en déduit, en appliquant le théorème du numéro 47, la 

condition bien coniïue 

\dxdyj dx^ dy^ 

Si cette condition est remplie, et si l'on considère l'équation 
tangentielle 

A». V, w, r] - 

qui définit îv comme fonction de u et de v (en suppo- 
sant r constant), on aura 

\diidv/ dii^ da" 
et par suiteréquationtangentiellereprésenteraone courLe{4"). 

83. Nous obtenons ainsi un résultat fondamental. A une 
surface développable correspond dualistiquement une courbe 
gauche si la surface n'est pas un cône, et une courbe plane si 
la surface est un cône. 

Aux plans tangents à la surface correspondent les points 
de la courbe; à toute génératrice de la surface, intersection de 
deux plans tangents infiniment voisins , correspond une 
tangente à la courbe joignant deux points infiniment voisins; 
aux points de la surface correspondent les plans tangents à la 
courbe. 

A l'arête de rebroussement de la surface correspond la sur- 
face développable engendrée par les tangentes à la courbe 
gauche ; aux points de l'arête de rebroussement correspon- 
dent les plans osculateurs de la courbe. 

84. On peut encore remarquer qu'étant donnée une courbe 
définie par deux équations ponctuelles 
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/■(^, .,=,.) = 0.1 

o(l, ,, J, 1) = 0, ( 

il lui correspond la surface développablc définie par les deux 
équations tangentielies 

o(», ., », r) = 0, i 
On a l'équation tangentielle de la courbe (^3) en éliminanf 
x, y, z, t entre les équations 

f{x, y, z, t] = 0, 
^U; y, z, t) = 0, 



A n A /! -0; 



et l'on a l'équation ponctuelle de la surface (66) en éliminant 
M, u, ïu, r enlre les équations 

f{u,v,io,r) = 0,. 

'^{u, V, IV, r) = 0, 

Il ^ y ^ * Il 

/: r. /". /■; =0-, 

il y a, comme on le voit, analogie complète. 

Si l'une des deux équations (1) est du premier degré, la 
courbe est plane ; l'une des équations (2) est aussi du pre- 
mier degré et la surface développable est un cône, dont le 
sommet correspond au plan de la courbe. 

85. Dans le tableau qui suit et que nous empruntons à 
Clebsch*, on a mis en face les uns des autres les noms des 
figures qui se correspondent dualistiquemenl. 

' Vorlesungen ûber Géométrie, Ztveitcn Bandes erster Thùl, Leipzig, 
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Ensemble de points situés dans un 
plan. 

Ensemble de droites situées dans 
un plan et passant par un point. 

Ensemble de droites passant par 

Génératrice du cône. 

Plan tangent du cône. 

Point du cône. 

Surface non dételoppalile. 

Tangente k la surface. 

Plan langent à la surface. 

Courbe gauche. 

Plan tangent d'une courbe gauche. 

Tangente d'une courbe gauche. 

Point d'une courbe gauche. 

Droite renconti-aiit une courlie 

Courlie gauche tracée sur une suv- 

Coiu'lie plane tracée sur une sur- 



Plan, 
Droite. 

Ensemble de plaus passant par 
une même droite. 

Ensemble de plans pitssant par un 
même point. 

Ensemble de droites passant par 
un point et situées dans un plan. 

Ensemltle de droites situées dans 
un plan. 

Courbe plane. 

Tangente de la courbe plane. 

Point de la courbe plane. 

Plan tangent de la courbe plane. 

Surface non déyeloppable. 

Tangente It la surface. 

Point de la surface. 

Surface déyeloppable. 

Point d'une surface développable. 

Génératrice d'une surface déïe- 
loppalile. 

Plan tangent d'une surface dé^ie- 



Tangente à ime surface dévelop- 

Surface déyeloppable circonscrite 
k la surface correspondante, 
Ilône circonscrit à la s\u'fnce. 



86. Apjillcaiion. — Étant donnée une (juadrique 
f{j:,y,z, = 0, 
on sait que l'équation du cône circonscrit à cette quadrique et 
ayant pour sommet le point (a^o, yo, So, M est 

(^n„ + yf^o+^no + ff'^y - ^/■(^- y^ '' o/c^». y». ^«' 'O = o- 

Corrélativement, étant donnée la quadrique 
/(„, ,, », r) = 
et le plan (uo, "o, Woi ''0)1 l'équation 

[uf., + «/■;. + wf;., + rr,y -¥(»,«,«, .■)/(»., «., ..., .-.) = o 

est l'équation de la conique, section de la quadrique par le 
plan. 
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On pourrait obtenir par un procédé analogue bien d'autres 
formules relatives aux. coordonnées tangentielles ; nous n'en 
dirons pas davantage sur ce sujet, et dans les chapitres sui- 
vants nous établirons directement toutes les formules au moyen 
des coordonnées tangentielles. 



EXERCICES ET NOTES 



ions tangentielles d'tt 
",, lOu n), ("ï, «i, Il 



1. Troimer les équo 

gent à trois plans («i 

Pour qu'un plan 



soit tangent à ce cône, il faut d'abord qu'il passe 
c'est-à-dire par le point de rencontre des trois plai 
la condition 



cône de révol 

, r.) et (Ma, v 



par le sommet, 
i, ce qui donne 



En outre, 
aogle avec les quatre pli 
directeurs de cette droite, o 



is écrirons qu'il existe une droite faisant le même 
, m, n désignent les paramètres 



On en déduit 






U) «3 IU3 



Les équations (1) et (2) sont les équations tangentielles cliercliées. 
Dans l'équation (ï) les radicaux peuvent avoir un signe quelconque ; 
on en conclut qu'il y a quatre solutions. 
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2. Trouver l'enveloppe d'un plan mené perpendiculairement à l'ex- 
trémité d'ttne droite passant par un point ficoe, lorsque cette extrémité 
décrit tme circonférence. 

On écrit que la projection du point fixe sur un plan quelconque 
est sur !a circonférence. 

3. La surface déeeloppàble qui a pour aréle de rebroussemeni une 
courbe gauche unicursale d'ordre n est elle-même d'ordre 2n — 2. 
Sa classe est égale à i{n — 2). 



4. Trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à une qiia- 
drique et gtii sont coupés par un plan suivant des cercles ; trouver 
aussi l'enveloppe des plans de contact des cônes et de la quadrique. 

Supposons que la quadrique soit un ellipsoïde ; menons par le 
centre un plan parallèle au plan donné, et prenons pour axes des œ 
et des y les axes de la section du plan et de l'ellipsoide ; enfin pour 
axe des 3 prenons le diamètre conjugué de ce plan par rapport 'i la 
surface. 

L'équation ponctuelle de l'ellipsoïde sera 

et son équation tan§enlielle 

Le cône circonscrit à cette surface et ayant pour sommet un 
point M (a;, y, ^) a pour équations tangentiellcs 

„3j(J + 6%3 ^ c!ju2 _ ,.2 — 0^ 

et sa trace sur le plan xOy a pour équation langentielle (69) 

(a=i*= -H b'v^ — ri):^ + c^{u3> H- uy + r)^ = 0. 
Les axes Oœ et Og étant rectangulaires, pour que celte équation re- 
présente un cercle il faut qu'on ait (Première Partie, Géom. plane, 
n° 101) 

(&2,2 _,_ cy )(ci - =i) _ chj' = («^^^ + c^^)i^^^ - ■^) _ c^^'', 
c^^y — (c^ — ^-)c^s:'j =^ 0, 
ou, comme ; ne peut être nul, 
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Le lieu se compose d'une ellipse et d'une lijperbole dont les équa- 
tions sont 



Soit usy + vy -\- w!: + r = le plan de contact du cône et de 
l'ellipsoïde ; nous allons écrire que le pôle du plan par rapport à la 
surface est sur l'une des courbes trouvées plus haut. 

Les coordonnées du pôle sont déterminées par les équations 



Ces deux systèmes représentent deux cylindres dont les généra 
trices sont parallèles aux axes des y et des û; ; le premier a pou 
directrice une ellipse et le second une hyperbole. 



G. Lieu des sommets des cônes circonscrits à -une quadriqiie et qui 
coupent un plan donné suivant une ellipse d'aire donnée. Enveloppe 
de la courbe de contact, et lieu des centres des ellipses. 



îM ic, y, s, a, b, c sont fonctions d'un paramètre, la condition nêceS' 
iaire et suffisante pour que cette droite engendre une surface déve- 



7. Etant donnée une courbe gauche, on peut déterminer la surface 
développahle dont cette courbe est l'arôte de rebrousse luent. 

Si l'on veut l'équation ponctuelle de celte surface, on cherchera 
le lieu engendré par la tangente ; si l'on veut au contraire les équa- 
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lions tangentielles, on identifiera l'équation du plan osculateur à la 
courbe avec l'équation 

et on éliminera le paramètre entre les relations obtenues. 

8. Trouver les équations tangentielles de l'hélicoïde déwloppable, 
c'est-à-dire de la surface engendrée par les tangentes menées à une 
hélice tracée sur un cylindre circulaire droit. 

Les coordonnées d'un point de cette hélice peuvent s'exprimer en 
fonction d'une variable t de la manière suivante : 

œ ^ a ces t, y :^ a sin t, ^ ■= bt; 

on en déduira aisément l'équation du plan osculaleur et les équa- 
tions tangentielles demandées. 



9. Étant données trois droites dans l'espace, il n'est pas, en général, 
possible de construire un triangle ayant ses sommets respectivement 
sur les droites données et tel que chacun de ses côtés soit orthogonal 
à la droite passant par le sommet opposé. Faire voir que dans le cas 
où leproblème est possible, il est indéterminé, et trouver l'enveloppe 
du plan du triangle. 

Si l'on désigne par 



P- 



(i: 



les équations d'u 
avec le plan 

a pour coordonnées 



; des droites, ie point do ren( 

H + f^^pu 



2, 3) 



jntre de cette droite 



En écrivant que chaque côté du triangle déterminé par le plar 
est perpendiculaire à la droite qui passe par le sommet opposé, or 
obtient les trois équations 

(13) (12)^ (i3)(12) ""' j 

{21) (23)^ (ai)(23) -'^' ( \^ 

pi _ p2 S?^:;(ai — as) _ p 
(32) (31)"^ t32)[3l) -"' / 
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OÙ Ton pose 
et, par exemple, 

2a,((l2— Oj) — 01(02—03) -^^i(&2—&3)+Yl{C2 —C-i). 

En additionnant les trois équations obtenues, on a 

Sg|(Qa — aa) Sa^l^a — t,) Sa:a(ai— i^a) _ ^. 
{t3)(i2) "^ (2IK23) "^ {U){:.i\) 
c'est la condition nécessaire et suffisante pour que le proMèmc soit 
possible. 

Si cette condition est remplie, ie système (0 se réduit à deux 
équations ; il en résulte que le plan du triangle enveloppe une sur- 
face développable. 

10. Etant données trois droites parallèles à un même plan, on 
considère totis les triangles dont les sommets sont sîtttês sur ces droi- 
tes et qui ont mente centre de gravité G. Démontrer que les plans de 
ti cône du second ordre. 



11, Démontrer que les plans normaux à une courbe gauche engen- 
drent une surface déoeloppable et que les génératrices de la surface 
passent par les centres de courbure de la courbe. 

12. Nous nous proposons d'expliquer dans cette note pourquoi on 
a appelé surfaces développables les surfaces qui ont deux équations 
tangenti elles. 

On dît que deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre lors- 
qu'on peut établir entre les points de ces deux surfaces une corres- 
pondance telle que deux aces correspondants quelconques aient 
même longueur. 

Les coordonnées œ, y, 3 d"un point M d'une surface S sont fonc- 
tions de deux variables indépendantes u et v ; si le point M décrit 
une courbe sur la surface, v est fonction de t(, 

' = fM, 

et si s désigne la longueur de l'arc de la courbe décrite, on a 

ds^ = dx^ + dy^-hd!"^. 
Or 



dic ^= -^— du -i- -~- dv , 



4- 



y Google 



iUHl'ACl 


3S I.ÉVELÛPPAULF.S 


dz = ■ 




- rf.i, 


z^ Edu 


.î+2Fdtlrfl! + Grfp^ 


m 


"-(ê)"-(è)' 


7'37 


-i^-iï 


^'-à-\ 



-m^ 



Considérons une seconde surface Si et désignons par a;,, t/i, si 
les coordonnées d'un point Mi de cette surface. 

S'il existe une correspondance quelconque entre les points des 
deux surfaces, telle qu'étant donnés ai, y, z, j!i, y,, «, soient déter- 
minés, on pourra supposer que les coordonnées du point Mi soient 
fonctions des mêmes paramètres m, p que les coordonnées du 
point M ; et cela de façon que deux points correspondants des sur- 
faces soient définis par un même système de valeurs de m et v. 

A une courbe décrite par le point M correspondra une courbe dé- 
crite par le point Mi ; l'arc s, de cette dernière sera déterminé par 
dsf = da:] -f- dy\ -i- dz\ 



ds\ = Eidi>.'^-hfiF,dudv + Gidv3, 



Pour que les surfaces soient applicables l'une sur l'autre, on 
devra avoir, quelles que soient les courbes correspondantes, 

ds^ = ds\, 
c'est-à-dire 

Edu" 4- 2Vdudv -h Odo^ = Eidu^ ■+■ 2Piditdv + ddv' ; 
et comme cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la fonc- 
tion f[u), et par suite quel que soit —, — , on aura 
E = E,, F-F„ G = G,, 
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Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
surfaces 5 et Si soient applicables l'une sur l'autre. 

En particulier, pour que la surface S soit applicable sur un 
plan, il faudra qu'on puisse déterminer deux fonctions de u et de v, 
a et p, qui seront les coordonnées d'un point du plan, et telles que 
Ton ait 

dicï -I- dy^ -h d^^ =; &jJ -+- df, 

quelle que soit la valeur de ~j- ■ 

Théorèsiu. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
surface soit applicable sur un plan est que cette surface sait dèvelop- 

i" La condition est nécessaire. — Supposons que la surface S soit 
applicable sur un plan ; on aura alors 

dx^ ■+- dyi + d;:^ = rfa^ + d^^ ; 
on peut subsii tuer aux Vi 
l'( 



peut 


subsii tuer aux va ri 


ables M et t 


' les variabi 


es.etPiBtcomnu 




dte 


= ï- 


■1* 






d,! 


= t- 


-^* 






dz 


= 41 ..+|.. 






m-m- 


■m- 


1, 




{%h{%h 


■i%h 


1, 




dm dx 


dy dy 
<)a dp 




= 0. 


Diiféi 


■entions ces trois relations par rapport à 


, a et par rapport 




dx d^x dy d^y 
do- da^ à-j. d^? 




- 0, 




^.^_, 


dy _ dh/ 


H- ''- . ■*■' 


:;;.0, 



()p ()«' 
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dx _ Ô''x dy d^y dz d': _ 



* ■*+* 


■ df'^ à", 'dp'' 


do! à^a: oy 

1^ 'W^~à^ 


d'y dz d'z 


emières équation; 


s dé teitni lient -5 



facteur près en foDCtion des dérivées du premier ordre de : 
-5^ ; on en conclut 



ii en est de même pour 3—75 , -r-l, et 3— r: et pour jôI' :ï^' 





d^cc à^y dH 

'0 w w 


On voit ain 


ai que le déterminant fonctionnel de deus queli 


des fonctions 


dx dy Oz 

-7-' -3— est nul, donc ces trois fonctic 
lïa da d'~- 


fonctions l'un 
Comme l'oi 


e de l'autre; il en est de même pour -xô , -^ 




do:: Ôx dy dy (?; t)^ 


on voit que ci 
Or on a 


3s six dérivées dépendent d'un seul paramètre. 
ds dx dy 


en posant 


dz dx dy 



. <>• 
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Il en résulte que p et g sont fonctions de ce même paramètre ; 

)' — ?(9). 
et la surface est développable. 

2" La condition est suffisante. — Considérons une surface déve- 
loppable ; prenons un point P<a:, y, s) sur l'arêle de rebrousse ment, 
menons la tangente en ce point à celte courbe ; soit M(a;,, i/i, si) 
un point quelconque de cetle tanEenle défini par la valeur l du 
segment PM- Nous supposerons que c, y, s sont exprimés en fonc- 
tion de l'arc s de l'arête de rebroussement ; nous désignerons par 
a, fi, y les cosinus directeurs de la tangente PM, en rappelant que 
l'on a 

^ dx: ,, dy _ __ ds 

ds ' ds ' ds ' 

i _ ds.^ -+- fJ.?^ + d'i'' 
"ÏP" "■ "d? ' 

R étant le rayon de courbure au point P de l'arête de rebrous- 
sement. 

Les coordonnées du point M de la surface sont fonctions des 
deux paramètres s et ^ ; ce point décrira une courbe sur la surface 
si l est fonction de s, 

l=f(s). 
Cherchons la difïérentieile de l'arc de cette courbe. 
On a 



J| = z + If, 

l'où 

dXi =; dm -i- adl + Id'x, 

dtji = d>j-\- m + Mp, 

ds, =z d^ -i- idl + Idf. 
Faisons la somme des carrés; on a 

(fcf = ds''-hdl^-\-2dsdl-\-l^{doi^-^d'( 
m remarquant que 

<ida> + ^y + fdz — d.'^, 

ada + pd^ + ydf = 0, 
doidx + âpdi/ 4- dydz — 0. 
On peut encore écrire 

ds] = {ds + diy 4- -pi— 
Posons 



yGoosle 



SURFACES DÉVELOPPAliLES 

S les deux fonctions 

cos <:ds, 






dk ~ — ^sinudo+cos ndl + cos^ds — cos <j {ds -t dl] — l sin^— ^ 
rfB— icos urfc + sin idl+s\n trrfs= sin s [ds-i-dl] + l cos j -j^; 
en faisant la somme des carrés, il vient 

dk^ -h dË^ = (ds -h dl]" + ^' ^ ' 

e'est-à-dire 

ds\ = rfA^ + dB2 ; 
le théorème est démontré ; A et B désignent les coordonnées du 
point du plan qui correspond au point {xu j/i, sj) de la surface. 

On voit ainsi qu'une surface développable peut s'appliquer ou se 
développer sur un plan ; le mot de développable est entièrement 
justifié (*). 

(*) Nous avons emprunté cette démonstration !iu Cours d'Analyse de 
M. E. PiMHD (tome I, p. 42S). 
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PLANS TANGENTS ET NORMALES 



87. Plans tangents par un point extérieur. — Considérons 
d'abord une surface non développable ayant pour équation 
tangentielle 

/■(,., „, », r) = 0. 

Les plans tangents menés à cette surface par im point 
A(a, ^, f) ^) seront déterminés par les équations 
f{u, V, w, r) ^ 0, I 

m-hpv-i--[W-[-Sr--=:0; \ 
il y aura une infinité de solutions ; tous les plans obtenus 
seront d'ailleurs les plans tangents au cùne circonscrit à la 
surface et ayant pour sommet le point A. 

Les équations qui précèdent sont les équations tangentielles 
de ce cône. 

Si on élimine w entre les deux équations (1), on obtient 
l'équation tangentielle de la section du cône par le plan des 
xy (69) ; de même si on élimine r, on obtient l'équation 



^)^o, 



qui représente l'équation de la section du cône par le plan de 
l'inQni. 
Il en résuUc qu'en adjoignant à l'équation (2) une équation 
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linéaire quelconque, 

t!ï' -H pS' 4- M!y' + î'S' = 0, 
on obtiendra les équations tangenlielles d'un cône parallèle 
au cône donné et ayant pour sommet le point (a', ?', Y, S'). 



88. D'une manière générale, on peut obtenir aisément 
l'équation tangentielle de la section du cône par un plan quel- 
conque Po {Mo, Vq, Wi,, Vq). 

Pour qu'un plan P (w, v, w, r) soit tangent à la section, il 
faut que l'intersection des deux plans P et Po soit tangente à 
cette section, et pour cela il faut que par cette intersection on 
puisse faire passer un plan tangent au cône. 

Les coordonnées d'un plan passant par l'intersection de P 
et de Po sont u + Xuo, v-{-f-Va, w-h^Wt, r-i-AVi,; il doit 
donc exister une valeur de X, telle que ces nombres vérifient 
les équations (1), c'est-à-dire telle que l'on ait 

f{u -+- Imo, V -+■ Xïtû, w ■+■ liVa, r ■+- lî-o) — 0, 
c.(m + lu„) -h P(ï> + lv„) + -({w + }M>,) -+- 5(r + Àr.) = Û ; 
de la deuxième on tire 

_ ait + ^î> + '(lu -+- Si- 

aifo + pf ■+- yiVf -\- or^ 



en posant, pour simplifier l'écriture, 

A ^^ OM H- ^î) H- -fW + Si-, Au = alla ■+- pUc + ï^o -+- Sî-q. 

En transportant cette valeur de X dans la première équa- 
tion, on a 

'\" Ao ' '^ Ao ' '^ Ao ' ■''"" aJ '" ' 
équation tangentielle de la section du cône par le plan Po, 

89. Équation poncluelle du cAne circonscrit. — Considérons 
un plan tangent au cône dont les coordonnées vériiient les 
équations (1) ; ce plan touche la surface donnée en un point 
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dont les coordonnées homogènes sont /■'„, f'„, fl„ f',.. Enjoi- 
gnant ce point au sommet A, on a la génératrice de contact 
du plan et du cône. 

Les coordonnées v:, y, z, t d'un point quelconque de celte 
génératrice seront données par les relations 

.î/ = A-H¥, i 

Pt ==/■;. + AS. ; 

En éliminant u, u, w, i\ X, p entre les équations (1) et (3), 
on aura l'équation ponctuelle du cône circonscrit. 

En multipliant les équations (3) respectivement par u, v, 
w, 5% on reconnait que l'équation 

/■(,., „, », >■) = 
peut se remplacer par l'équation 

ux + v!i + wz-hrt = 0. 



90. Examinons le cas particulier où la surface donnée est de 
deuxième classe, son équation étant 

- a'v" -h aho^ -+- ^bvw -+- 2b'wu -H 26°wu 

+ i'cwr -+■ %(^vr -+- Ic'wr + dr" = ; 



/•(», », .,., >•) ES au' 
on doit éliminer w. 



w, r, l, p entre les é< 

- b'iB -1- cr + il — pa; = 0, 



&u-i- bv-\- a"w ^ 



xu + yv -\- zw -I- tr = 0. 
On obtient immédiatement comme résultat de l'élimination 
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équation du deuxième degré en x, y, z, t qui est l'équation 
ponctuelle du cône circonscrit. 

Cette équation est la condition pour que la droite qui joint 
les deux points (a, p, y, S) et {x, y, s, t) soit tangente à la qua- 
drique donnée. 

Tous ces résultats sont visibliiment applicables au cas oti 
l'équation donnée, 

f[u, V, w, r) = 0, 
représente une ligne au lieu d'une surface. 

91- Éqnnlion de la courbe de coiiluct. — Le cône circonscrit 
à la surface S et avant pour sommet le point A louche cette surface 
en tous les points d'une courbe; nous nous proposons d'oblenir 
l'équation langentielle de cette courbe. 

Soient u, v, w, r les coordonnées d'un plan tangent au cône; 
ces nombres vérifient les équations 

"■:•'■"■••' 7"' i (.) 

le point de la courbe de contact situé dans ce plan a pour coordon- 
nées A, r., fL, n. 

Soit Pii(«o, uc, «Je, n) un plan tangent à la courbe de contact en 
ce point ; on aura d'abord 

iiof'u -+- vof'v + i-^ifi, -t- rup = ; (4) 

en outre il faut écrire que ce plan contient la tangente à la courbe 
de contact, ou, ce qui revient au même, qu'il conlienl le point do 
la courbe infmiment voisin. 

On peut considérer it, u, w comme fonctions d'un paramètre et r 

comme constant ; on différenliera la relation (4) par rapport au 

paramètre ; en désignant par w', v', tu' les dérivées de u, o, w, on a 

■u'IitçifU ■+- v„f~.^ + wofU-h rafra} -H 'o'{uafu^ -f- bo/Ïs -i- woA-, + nf%) 

+ w'(iio/';,„ + v„fl^ ■+■ icofU + foM = ; (5) 
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ît', v', w' vérifient d'ailleurs les équations suivantes : 

' ' ' ' (61 

obtenues en difFcrentiant les relations fl ). 

On peut tout d'ahord éliminer u\ v', w' entre (bj et (6) ; on 
obtient l'équation 

I Uaf'ii-b ■■■ nafm-i liofî'm-i- ■■ 1 

f'n /; /■;. = 0. (7) 

I « P T I 

On aura alors l'équation de la courbe de contact (wo, vo, mu, n 
désignant les coordonnées courantes) en éliminant î(, v, ic, r entre 
les équations (1), (4} et 0). 

Dans le cas où f{u, u, tu, )■) est du deuxième degré, la relation (4) 



î(ri,+«/-;, + «.A.,-h'-/-;., = o; 



peut s'écrire 

(5) devient alot 

et on doit éliminer u, v, w, r entre (1), (4) et la relation suivante : 

I n n /■;. i 

L'élimination est relativement simple, car on a trois relations 
linéaires entre u, v, tu, r. 

92. Si l'on donne une surface dévoloppiible définie par deux 
équations tangentielies 

f{u, V, lu, r) = 0, 
a{u, V, W, r) = 0, 
on ne pourra mener à cette surface par un point A(a, ^, y. S) 
qu'un nombre limité de plans tangents dont les coordonnées 
seront données par les équations précédentes et h\ suivante : 
a,( -f- [iu + f f« + Sr = 0. 
Le nombre des plans tangents qu'on peut mener k une sur- 
face développable par un point est, comme nous l'avons déjà 
dit, la classe de la surface. 

On peut obtenir l'équation ponctuelle de l'ensemble de ces 
plans. 
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Soit M(a?, y, z, t) un point appartenant à, l'un de ces plans 
tangents ; écrivons que par la droite AM on peut mener un 
plan tangent h la surface ; il faut et il suffit que les quatre 
équations 

/■(„, V, », r) = 0, 



"^u -i- ^v + '(W -i- Sr = 0, 
xu -^ yv -\- zw + tr = 

aient un système de solutions communes en u, v, w, r. En 
éliminant ces inconnues entre ces quatre équations, on aura 
l'équation de l'ensemble des plans tangents. 

93. Application. — Trouver Véquation de l'ensemble des plans 
tangents meiiés par un point [a., §, y) à un cène ayant peur équation 
ponctuelle 

Les équations tangcntielles du cône sont 

)■ = 0. 
Écrivons les équations 

au + 'îtv + jw + r — O, 

et éliminons m, v, w entre ces quatre équations. 
Les deux dernières donnent, en v faisant r ^ 0, 

j3« — W ~ ï^» — »- ~ ay — ^c ' 
et en remplaçant dans la première, on a 

11 est aisé de vérifier que cette équation représente deux pians. 

94. Plans tangents pEirallèles à une direction de droite lioQ' 
née. — Désignons par m, p, y les paramètres directeurs de la 
direction donnée ; on peut considérer les plans parallèles à 
cette direction comme passant par le point à l'inlini qui a 
pour coordonnées a, p, v, 0. 
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Nous sommes donc ramenés au problême résolu plus haut : 
i! suffit, dans les calculs qui précèdent, de faire B = 0. 

Si la surface n'est pas développable, c'est-à-dire n'a qu'une 
seule équation tangentielle, 

/■(t., V. », >•) = 0, 

on pourra lui mener une inlinité de plans tangents parallèles 

à la direction donnée ; ces plans seront tangents it un cylindre 

dont les équations tangentielles seront 

fin, V, w, r) = 0, 

Ma^-u^-l-M^; ^ 0. 

On aura comme on l'a vu plus haut l'équation tangentielle 
de la trace de ce cylindre sur un plan quelconque, l'équation 
ponctuelle du cylindre lui-même, l'équation tangentielle de 
la courbe de contact, etc. 

95. Ces résultats s'appliquent au cas où l'équation 

/■(», V, », .•) = 
représente une courbe. 

Ainsi le cylindre projetant cette courbe sur le plan des xy 
aura pour équations tangentielles 

A«, «, ic, r) = 0. 

!U = 0. 

Sa trace sur le plan des wy aura pour équation 

/■(„, ., 0, .•) = 0. 

On voit donc que pour obtenir l'équation de la projection 
d'une courbe sur le plan des xy, il suffit de faire w = 
dans l'équation tangentielle de la courbe. 

96. Si la surface donnée est développable, on pourra lui 
mener un nombre limité de plans tangents parallèles k la di- 
rection donnée ; il sera aisé de former l'équation ponctuelle 
de l'ensemble de ces plans tangents. 



y Google 



PLANS TANGENTS ET JN'OEMALES 127 

97. Plans tangents par une droite. — Le problème n'esL pos- 
sible que si la surface n'est pas développablc. 
Soit S une telle surface, ayant pour équation tangentieile 
/(», », 1», r) = 0, 
et soit une droite i définie par les équations de deux de ses 
points, 

uxj -h vi/i -+- uisi -f- )■ ^ 0, 

UX2 -H CT/s + wZî -i- )■ — 0, 
Ces trois équations déterminent les coordonnées des plans 
tangents menés par la droite à la surface. 

Le point de contact d'un plan tangent a pour coordonnées 
A> fil, fil. f'-', en écrivant qu'un plan contient ce point 

Mo/'û -I- i'oA -i- "'o/'w + nf',- ~ 0, 
et en éliminant w, v, w, r entre les quatre équations écrites, 
on aurala conditionpour quele plan (wo. î'o Wtn ''o) passe par 
l'un des points de contact, c'est-à-dire l'équation tangentieile 
de Tensemble de ces points. 

On peut aussi avoir l'équation ponctuelle de l'ensemble de 
ces plans en éliminant u, v, w, r entre les équations 
f{u. V, w, r) = 0, 



-i.y,- 



= 0, 



Des trois dernières on peut tirer des quantités propor- 



tionnelles à w, V, 
s (-, §, ï, l, 



I, r en fonction des coordonnées plucké- 
i, 11) de la droite (22) 



-"). 



= -lh.r -.!-,«(). 
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r = — l 



X y z 



■H^y-^x 



= -~l{lx-hm;/-\-nz). 



Xi y, 3a 

En remplaçant h, v, w, t jiar leurs valeurs dans l'équation 
de la surface, on obtienL 
f^z- — yy — lt, -(X — az — mt, ay — jîa! — ni,, Ix -\~iny -i-nz) = Q. 



98. Exercice. — Trouver l'équation du complexe des droites par 
lesquelles on peut mener deuai plans tangents perpendiculaires à tm 
elUpsoide. 

Soit a^u^ + bH'^ 4- c^w^ — î-^ = 

réquatiûii tangeiitielle de l'ellipsoïde rapporté à ses axes. 

L'équation de l'ensemble des plans tangents menés à cette sur- 
face par une droite i(a, p, f , l, m, n) est 
o.\^z - -m - lt)^+ b^ifx - as - ml)^ -H c2(a!, - ';>x - ntf 

— (Ix-'r- my + na)^ ;^ 0. 

Pour que ces deux plans soient perpendiculaires, il faut que la 
somme des coefficients de œ^ y'^ et s^ soit nulle, ce qui donne 

a\^^ + f) -h 6'(f + =:^> + c\a^ -+- ?^) - (l^ + m= -1- «^) = ; 
c'est l'équation cherchée. 

99. 11 est utile de rappeler ici que le nombre de plans tan- 
gents qu'on peut mener à une surface par une droite est égal 
au degré de l'équation tangentielle, et que ce nombre s'appelle 
la classe de la courbe. 

100. Plans tangents parallèles à une direction de plan don- 
née. — C'est un cas particulier de l'étude précédente ; il suffit 
de supposer que la droite donnée est à l'infmi. Nous traiterons 
néanmoins la question directement. 

Soit f[u, V, w, r) =: 
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l'équation langcntiellc de la surface, et 

u„x •+- Vny -+■ WoZ — 
Téquation do la direction de plan. 

Un plan tangent à la surface parallèle au plan donné aura 
une équation de la forme 

ucx •+■ Vi,y -i- WqZ h- X = 0, 
où X sera déterminé par l'équation 

/■(uo, Va, iva, 1) = 0. 
Supposons que la surface soit un ellipsoïde 
a^u" •+- Pv^ + c^w^ — r' = 0. 
On pourra mener deux plans tangents parallèles au plan 

ces deux plans auront pour équations 



uox ■+■ v„y ^- iU(,z ± ^a'u^ + l/'vl h- c'wl = 0, 
Dans le cas où la surface est un paraboloi'de, 
pv^ -h qw^ — ^ur = 0, 
on pourra lui mener un seul plan tangent parallèle au plan 
donné, et son équation sera 

, pvl + qwl 
u^œ H- VM -h WfiZ -f ■ = . 

101. On peut obtenir l'équation tangentielle de l'ensemble 
des points de contact de la manière suivante. 

Écrivons qu'un plan (w, v, w, r) passe par le point de contact 
du plan tangent («„, jj,,, »„, 1) ; on aura 

wAo + "Ao + «''A + ''A=-0' 

avec la condition 

/'(ilo, "o, vJti, ).) = 0. 

En éliminant \ entre ces deux équations, on aura l'équation 
de l'ensemble des points de contact. 

Si la surface est de deuxième classe, la première équation 
peut s'écrire 

Uaf'u + f u/'î- H- w/L + >■/■'■ = 0, 

COORDONNÉES. — I 9 
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et le résultat de l'élimination est 



n- ) 



f[Uaf'r, M'r, W^f',., — [Uof'u 4- u/i + Wef'r)] = 0, 

équation qui représente les deux points de contact ; le premier 
membre est alors déeomposable en un produit de deux fac- 
teurs. 

Si le coefficient de vi^ est nul, l'un des points est à l'infini ; 
par conséquent, en écrivant que dans l'équation précédente 
le coefficient de vi^ est nul, on a une relation entre u^,, îj„, zu^ 
qui exprime que ces quantités sont les coefficients directeurs 
des plans asymptotes. Cette relation est donc l'équation tan- 
gentielle de la section de la sm'face par le plan de l'infini. 

En y joignant l'équation d'un point quelconque, on a les 
équations tangentielles du cône des directions asymptotiques 
ayant pour sommet ce point. 

102. IntersectloQ d'une sui-face et d'un plan. — Soit 
f(u, V, IV, r) = 
l'équation tangentielle de la surface et w„, v^, tco, n les coor- 
données du plan donné P». 

Cherchons d'abord l'équation tangentielle de la section 
plane, c'est-à-dire la condition pour qu'un plan P{u, o, w, r] 
soit tangent à cette section. Il faudra pour cela que la droite 
intersection des deux plans P et Po soit tangente à la surface, 
ou que par cette droite on puisse mener à la surface deux 
plans tangents confondus. 

Un plan quelconque passant par l'intersection de Po et de P 
a pour coordonnées h-|-Xho, f+Xwj, iu~\^lw:,, ?- + >.!■„; 
ce plan sera tangent si l'on a 

A chaque valeur de l, racine de cette équation, correspond 
un plan tangent passant par l'intersection de P et de Po ; pour 
que P soit tangent à la section de la surface par le plan Po, il 
faudra que celte équation en 1 ait une racine douhle ; on anna- 
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lera donc le discriminant du premier membre, et on aura 
l'équation cherchée. 

Si la surface donnée est une quadrique, l'équation précédente 
s'écrit 

/(m, V, ÎO, r)-+-l{U(,f'^-hVtf'^-hWaf'^-^nf'r)-+-l^f{llQ, Va, Wo, n) = 0, 

et pour que cette équation ait une racine double, on doit avoir 
(uafL + Vaf'v -h ii'o/'» + nfr? — Af{u, V, lO, r)f{ua, «o, Wo, n) = 0, 
comme on l'a d'ailleurs déjà obtenu au numéro 86. 

Cette équation représente une conique, dont on discutera 
plus loin la nature. 

On peut remarquer tout de suite que si le plan donné est 
tangent, c'est-à-dire si /(«o, "o, «"c t'a) ^^ 0, l'équation se ré- 
duit à 

{thf'u ■+- vaf'v ■+- mf',^ ■+- rnf'rf — ; 

elle représente unpointdouble, qui est le point de contact da 
plan tangent. 

Ce résultat était à prévoir, car le plan coupe la surface sui- 
vant deux droites, et l'équation tangentielle d'une pareille sec- 
tion est la même que l'équation du point de rencontre de ces 
deux droites, ce point étant compté deux fois. 

Si f{u,v, w, r)—0 représente une conique, l'équation 
précédente représente les deux points de rencontre du plan et 
de la conique. 

103. La condition 

{tivfi-^v„f; + io„f'.^ + nf;.f — if{u, v,w, !-)/■(«„, uo, wo, ro) ^ 
exprime que la droite intersection des deux plans P(t[, u, w, r) et 
Pû(uo, Va, ïTo, n) est tangente à la quadrique. 

Cette relation peut se mettre sous une autre forme en fonction 
des coefficients de l'équation ponctuelle de la surface, 
o(o!, y, ï, (] = Aœ2 -1- AV^ + A'=!'-t-2Bj/«-i-2B'3œ-t-aB"aii/4-SC3i! 
+ 2C'yt + %C"st-i-\ifi = 0. 

Nous écrirons simplement que le plan tangent à la surface en un 
point commun aux deux plans contient la droite intersection de ces 
deux plans. 

Si iC, y, :, i désignent les coordonnées d'un point commun aux 
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deux plans, on a 

X'i'y -h Y©;, -4- Zf ;, + Tfj = ?X(»x + »>y + wi+rj) 

d'ofi l'on tire, en égalant les coefficîenls de X, Y, Z, T, 

Ai» + B"i/ + B's H- Ci — lu — X'tfo =: 0, 

Wcc: + AV + Bî + Gt — Iv — J/«o = 0, 

B'œ + By + A"a + Ct — Xw — ).'wo = 0, 

Cfl:+CV+C": + D( — Xr — XVa ::z 0. 

On a aussi les conditions 

^til! + vy + ■tBS + rt = 0, 



', }., V entre ces équations, on a 



B' B A" G' 
C C C" D 



- 0. 



c îo >■ 

Pour établir l'identilé dss deux conditions, multiplions les élé- 
ments des quatre premières colonnes du déterminant respective- 
ment par -g- f'u, -^ f'v, -j- fm -y- /"'■. et ajoutons ces produits 
aux éléments de ia cinquième colonne, après avoir multiplié ces 
derniers par —A, i désignant le discriminant de la fonction 
fb-', % w, r). 

Les quatre premiers éléments de la cinquième colonne sont alors 
nuls, car on a visililement 

i (Af. + B-r; + wn, + c/;.) = i», 
-1- (BYi + 1"/; + Bf. + cr;.) = i», 

-1- (B'ft + Bf ; -^ Ar.+ CY;.) = Au., 

Y (cfi + cy; + cy;. + m) = '■'■■ 

De même, multiplions !es éléments des quatre premières colonnes 
respectivement par -g- /'"o' "g ^'c ~f'"'ii' ~7 f'-it et ajoutons 
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ces produits aux éléments de la s 
— A. 

Si l'on pose 

H = Uf^^ H- Vf',^ 4- Wf^, + Tfr^ ^ 

la relation s'éct'it 



B" A' B C 
B' B A" C" 
C C C" D 



Un Vu Itu 



■ colonne multipliés par 



u,r^+v,n^M«..+r,f!,, 



A 


B" B' C 




B" 


A' B C 


X 


B' 


B A" G" 


C 


C <7 D 





et en supprimant le premier déterminant, qui est égal à X^, on ob- 
tient précisément la condition 

(«Ao + "fio + wr;.c + rfr^y — if{-^< ", ^. ■>')fiu^, no, io«, n) = 0. 

Corrélativement, la condition pour que les deux points {x, y, s, t), 
(ic„, î/fl, Su, („) soient situés sur une tangente à la qiiadrique, ou 
encore l'équation du cône circonscrit de sommet (a!„, y„, iî^, 1^] peut 
s'écrire indifféremment 

(œOïo-Hy?J/o4-s=pîû + '?!o)- — 4?K !/i ^> ')?('^»' J/Oi ^o, M = 

y b' c X 



yo z» h Q 
Celte dernière équation a été obtenue directement au numéro 90. 

104. Plans tangents en tous les points d'une section plane. -- 

II suffira d'écrire que le point de contact d'un plan langent 
est situé dans le plan sécant donné. 
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On aura donc pour do-tcrminer ces plans tangents les deux 
équations 

f{u, ., W, r) = 0, 

wo/'h + M'^ -+- ^oA + W' = ; 

elles admettent une infinité de solutions. 

Si l'on y considère w, v, vj, r comme des coordonnées cou- 
rantes, ces équations représentent une surface dévetoppable 
qu'on appelle la développable circonscrite en tous les points de 
la section plane. 

Si la surface donnée est de m' classe, les équations écrites 
plus haut sont de degrés m et m — 1, la développable cir- 
conscrite est de classe m{m^\). 

Dans le cas particulier où le plan est à l'infini, la développa- 
ble circonscrite correspondante est la développable asymptote ; 
SCS équations sont 

/(.,, ,, ,0, r) = 0, 

A = 0. 

Si la surface est de deuxième classe, la développable cir- 
conscrite est un cône qui a pour sommet le point 

(A.. A.. A. A). 

car la deuxième équation peut s'écrire 

On retrouve ainsi une propriété bien connue des quadri- 
ques ; Les plans tangents en tous les points d'une section 
plane passent par un même point ; ce point est appelé le pôle 
du plan ; c'est le sommet du cône circonscrit à la surface le 
long de la section plane considérée. 

Si le plan est à l'inûni, le cône circonscrit est le cône 
asymptote ; ses équations sont 

fi«, », », r) = 0, 

/:. = 0. 

Cette seconde équation, /V' — 0, est l'équation du pôle 
du plan de l'infmi, c'est-à-dire l'équation du centre. 
11 est utile de bien retenir le résultat qui suit : Si un plan 
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(m„, !?„, îUo, r„] est tangent à uae^HatiriçMe ayant pour équation 

/■(«, „, », r) = 0, 
l'équation du point de contact est 

<"„+<■,+»/"■„+'■/;, = 0. 

Si le plan n'est pas tangent, cette dernière équation repré- 
sente le pôle du plan. Les coordonnées de ce point sont 
Ao' Ao' Ao' Au' ^^ ^'^'^ équation peut aussi s'écrire 
uaf'u •+- ïJcA + *"/■'" -+- ''''/'■•■ = ■ 
105- Dans le cas où l'équation 

/■(«, V, w, r) = 
représente une courbe, un plan quelconque la coupe en un 
nombre limité de points ; les deux équations 
f{u, V, 10, r] = 0, 
îfaA + M'': -^ ^o/l' + ''"/'!■ — û 
admettent comme solutions les cordonnées de tous les plans 
qui passent par les tangentes à la courbe aux points consi- 
dérés ; on peut dire alors que ces deux équations représentent 
un certain nombre de droites. 

Si l'équation de la courbe est du deuxième degré, les équa- 
tions 

/■(», ., », r) = 0, fi = 

représentent les asymptotes de la conique. 

, 106. Supposons maintenant que l'on ait h. déterminer l'inter- 
section d'un plan Po(t*o, ï'o- '"o. ''o) *^'^^' ""^^ surface dévelop- 
pable définie par les équations tangentielles 
f(u,v,w',r) = 0. 
î(«, ., «., r) = 0. 
Pour- qu'un plan P(w, w, w, r) soit tangent à la section plane, 
il suffit que la droite intersection de P et de P^ soit tangente 
à la surface, autrement dit que par cette droite on puisse mener 
un plan tangent à la surface. La droite touchera alors la sur- 
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face au point de rencontre de cette droite et de la génératrice 
de contact du plan tangent. 

Un plan passant par l'intersection de P et de 1% a pour 
coordonnées u-i-Xu^, v + lvn, 2y + )-ïu„, r-th-^; le 
plan sera tangent à la surface si l'on a 

/(u + Xmo, v-^\v„, lo-hlwtj, r-hlra) = i), 
if[îi-l-iuu, î;-^-Xj;o, ■w-\-'kWo, r -t- )>!■(,) = 0. 
En éliminant > entre ces deux équations, on aura l'équation 
cherchée. 

Cette méthode a déjà été exposée au numéro 88 dans le cas 
particulier où la surface développablc est un cône. 
Si le plan donné est le plan des cey, on aura 
Un — vt — Va = 0, 
et on devra éliminer l entre les équations 

/■(m, y, w + Wo, /■) = 0, 
^(u, V, IV -H Jwc, r) = ; 
cela revient à éliminera entre les deux équations de la surface, 
comme nous l'avons vu au numéro 69. 

Tout plan tangent touche la surface en tous les points d'une 
génératrice ; on peut donc considérer ce plan comme ayant 
son point de contact dans le plan sécant donné an point de 
rencontre avec la génératrice. 

107. Inlerseotlond'unesui'Iaceel d'une droite. — Soitlasurface 

f(u, V, 10, r) = 
et une droite i définie par l'intersection de deux plans 

Pi(l(i, D,, M'i, ri) et Pa(Mî, fi, ÎCa, t'a) ■ 

Cherchons les plans tangents aux points de rencontre de la 
droite et de la surface. 

Si w, V, w, r sont les coordonnées d'un de ces plans, on 
aura les équations 

A», V, », .■) = 0, 
«,ft + »,f: H- lOift -I- ••./■!■ = 0, 

ttifu 4- «i/'i -h Wifl^ -t lift — 0, 
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ces deux dernières étant obtenues en écrivant que le point de 
contact du plan tangent est situé dans le plan Pi et dans le 
plan P,. 

Les trois équations précédentes déterminent les plans tan- 
gents. Si la surface donnée est de classe m, les deux dernières 
équations sont de degré m^l, par suite le nombre des 
solutions sera m(m — 1 y. 

Il résulte de là qu'une droite rencontre une surface non 
développable de classe m en M(m — 1)^ points, c'est-à-dire 
qu'en général le degré d'une surface de classe m est m{m — i)*. 

Ce nombre peut évidemment s'abaisser si la surface pré- 
sente des plans tangents multiples, car les coordonnées de ces 
plans annulent fl, fl, f'^, f'r et par suite vérifient les trois 
équations précédentes, quelles que soient les coordonnées des 
plans P, et P5. Ces solutions ne doivent pas être comptées 
dans l'évaluation du nombre de plans tangents aux points 
de rencontre de la surface et de la droite. 

Si la surface est de deuxième classe, on aura deux solu- 
tions. 

On peut obtenir aisément dans ce cas soit l'équation tan- 
gentielle de l'ensemble des points de rencontre, soit l'équation 
ponctuelle de l'ensemble des plans timgcnts. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ces questions dans l'étude 
particulière des quadriques. 

108. Le problème est évidemment impossible si l'équation 
donnée, 

A», V, », ,•) = 0, 

représente une courbe ; les trois équations du numéro précé- 
dent n'ont en général aucune solution. 



109. Supposons maintenant que la surface donnée soit c 
veloppablc et admette pour équations tangentielles 

f{u, „, ,„, r) = 0, 
,(.., V, », r) = 0. 
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Pour détenniner les plans tangents aux points de rencontre 
de la surface et d'une droite i, il suffira d'écrire que la géné- 
ratrice d'un plan tangent rencontre la droite a. 

Supposons la droite définie par deux de ses points, 
(a^ii î/ii ^1. il) et (a;?, !/a, %, (a>- 
La génératrice de contact d'un plan langent (w, v, w, r) joint 
les deux points [f^, f'^, A- A) ^^ (?"' '?'"< 9^' ?'<■)■ ^^^ quatre 
points devront être dans un même plan, ce qui donne la con- 
dition 

n n A /■;■ 



¥» f,. 



X2 t/i 



= 0. 



En y joignant les deux équations de la surface, on a trois 
équations qui déterminent les plans tangents cherchés. 

Si les deux équations de la surface sont de degrés m et n, 
la troisième est de degré (m— l)fii — 1) ; par conséquent 
le nombre des solutions est mn'jn — l)(n— 1), c'est le de- 
gré de la surface. 



HO. Normales. ~ Nous supposerons les axes de coordon- 
nées rectangulaires. 

Soient Ua, Va, w», r„ les coordonnées d'un plan tangent à une 

surface ayant pour équation tangentiellc 

A», »,»,.•) = 0; 

la normale correspondante passera par le point de contact 

i.f'"o' /""i)' f'^a' /y et aura pour paramètres directeurs Uç,, Vd, îv». 

Il en résulte que ses coordonnées plùckériennes seront 

Xl = Me, Il = 



ml 


/; 


«./■.'. 


.../■ 


/■ 


'».A. 




r. 
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avec la condition 

/(ito, Va, Wa, n) = 0. 

On voit ainsi que a, p, f, l, m, n sont fonctions de deux 
paramètres indépendants ; il en résulte (28) que les normales 
constituent une congruence. 

On aura deux équations pour définir cette congnience en 
éliminant Wo, i>o, Wo, r„, X entre les équations qui précèdent. 

Le raisonnement subsiste dans le cas oii l'équation donnée 
représente une courbe. 

IH. Supposons maintenant que la surface soit développable 
et ait pour équations tangentielles 

/■{w, D, w, r) — 0, 
o(w, V, u>, î-) — 0; 
un plan tangent («o, do, Wc r,,) la touche suivant une généra- 
trice ; il y aura une infinité de normales correspondantes, 
dont les pieds auront pour coordonnées 

et les coordonnées pllickériennes d'une de ces normales 
seront 

la — Uo. \l = 



xp = »„ 



avec les conditions 

f{tte, «0, Wo, l'o) — Ot 

o(m„, ))o, îd,,, ra] = 0. 
Ces coordonnées de la normale sont encore fonctions de 
deux paramétres. 

112, Exemple. — Trouver les équations de la congmence formée 
par les normales à un cane de révolution. 



r< 


-0^ n'ra 


^^fn + ^'?'" 


.) — «.(«■,+ m'».) 


f. 


'■o^-l'ï-'o 


».(A.+ l'ît 


.)-».(/!. +,.?;.) 
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Supposons que le sommet du cône soit à l'origine, que son axe 
soit l'axe Os, et désignons par 6 le demi-angle au sommet. 

Pour qu'un plan soit tangent au cône, il faut qu'il passe par l'ori- 
gine et qu'il fasse un angle S avec l'axe des = ; les équations tangen- 
tielies du cône seront donc 



Soient u,v,w,0 les coordonnées d'un plan tangent; 
données d'un point de la génératrice correspondante sont ti, 



fi; par suite les coordoni 



;s de la normale en ce point 
t- cotg^ 0) 



ip = v 



.1(2 _|_ 1,2 _ y,2 COtg^ 0^0. 

En Éliminant v, w, w, r, X, ix entre ces équations, on obtient 
a3 4- pî — f cotg^ ^ 0, 
m = 0. 
Toutes les autres relations qu'on peut obtenir se déduisent de 
celles-là en tenant compte de la condition Za+ mp + mf — 0, 

Ces relations sont faciles à interpréter géométriquement ; la pre- 
mière exprime que toutes les normales sont parallèles aux géné- 
ratrices du cône supplémentaire du cône donné ; la deuxième 
exprime que toutes les normales rencontrent l'axe. 



EXERCICES ET NOTES 



1. Trouver le lieu des points tels que les plans tangents menés de 
;eï points à un cône de deuxième classe fassent un angle donné. 

Supposons que le cône ait pour sommet l'origine et soit rapporté 
i ses axes; ses équations tangentielles seront 



AwM 



hCîc; 



- 0, 



= 0. 



, y, 3 désignent les coordonnôcs d'un point du I 
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tangents menés de ce point au c.àne seront déterminés en direction 
par les équations 

AM''4-Ê-cî-i-Cw2 = 0, (I) 



M, 11, w et tt', v', 10' désignant les solutions des équations (I), 

2. Trouver l'éq>tatiort générale des surfaces de deuxième classe 
dont le contour apparent sur le plan des ay est un cercle. 

Cette équation est 
{iM H- „fi + r)^ — RHu' + «') + v){ku + Bv-[- Gw -+- Dr) — 0, 
car il faut qu'en faisant 10 = dans cette équation, on obtienne 
l'équation langentielle d'un cercle. 

Si le discriminant du premier membre de l'équation est nul, 
l'équation représenle les coniques qui se projettent sur le plan des 
cûy suivant un cercle. 

3. Étant donnée une surface ou «ne courbe définie par son équation 
tangeniielle, trouver Véquatinn de la figure symétrique par rapport à 
un point ou par rapport à un plan. 

4. Étant données les équations tangentielles d'un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à Ox, 

flu. ., „, f) = 0, « = 0, 

on demande de trouver l'équation de l'ensemble des plans tangents 

qu'on peut mener à ce cylindre parallèlement à une direction donnée. 

Soient ib, y, s les coordonnées d'un point de l'un de ces plans 

tangents, et a, p, y les paramètres directeurs de la direction donnée. 

Les quatre équations 

f(n, V, «,. r) = 0, 

M = 0, 

uœ-\-vy + w-hr = 0, 
ïM-hvp-hw; = 
doivent avoir un système de solutions communes; des trois der- 
nières on lire 

■{ ~ —'?~ ¥'' — 111' " ' 

et en portant ces valeurs dans la première, on a l'équation cher- 
chée. 

fia, -!, -p, p=-Y!/)=0. 
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5. Trouver l'éq-uation tangentielle de la courbe de contact du cône 
circonscrit de sommet [a, y, z) à l'ellipsoïde 

a%s _f_ ja^s _(_ û2ïoS _ ^2 _ _ 

l'M faisant c ;= dans l'équation obtenue, on d 
V ellipse 



6. Soit l'équation d'une quudriqiic 
nous allons démontrer que U relation 



f' c" d t, t-, t., 
j:i yi =1 il 
y, -2 i, 
yj jj !, 
exprime que le plan des trois points 

AitiPi, i/i, îj, (i), Aafj!;, ;/j, =j, (2), A^fœ^, yi, -3, 's) 
est tangent à la quadrique 

En effet, soient 11, f, ir, r les coordonnées du. plan de ces trois 
points ; on devra avoir lei conditions 

uxi -h u!/, + 1C3-, + ri, = 0, 

uxi ■+■ Bi/3 -1- WZ2 + rtî = 0, 

«a-a -+■ uî/j + toîj + rfj = 0, 

/■(«, „, iD, r) = 0. 

Lo point de contact de ce plan a pour équation 

Wu + vn + wri, + ^^f', = 0, 

et comme ce point est dans le plan AiAaAj, on a 

W« -+- Vn + W;"™ + Kf'r = 2li(Vœ, .+ Vyt + "Wsi + Rt,) 

+ 2i5(U:c2 + V!/2 + W;â + Rf2) + 2).3(Ua^3-4-Vy3 + W:;, + i\Cj). 
On en déduit 

au+ 6"« + 6'w + cr — ■ Xia^i — Xsara — ^gicj 
6°M H- a'u -i-!no + c'r — X,;/i — ï^î/j — X3I/3 
(i'm + 611 + d'-iu + 0"!- — liSj — Î.2S2 — ^ai3 
citH- c'y + c\i} 4- (îî- — X,*, — ^ï(a — ^a^n = 0, ', (2) 

îi^i + vyi + ws, -j- r(, = 
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li est inutile d'écrire la relation 

f (« V .r r) = 

cpii se déduit des précéd t 

En éliminant u, d, w, XXX t 1 q 
relation (1). 

Si on y considère Ki, y dé 

relation est l'équation d 1 mbl d pi t g 

quadrique par la droite A A 

Corrélativement, étant d 1 éq t P t 

drique, on pourrait obt u f I 

pour que le point de ren t d t pi t 

On en déduirait l'équ t t g t U 1 i 
d'une droite et de celte q I q 
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CHAPITRE V 
CLASSIFICATION DES QUADRIQUES 



113. L'équation générait! des surfaces de deuxième classe 
est 

/■{m, v, w, t) = aii^ 4- a'ti^ H- a"w^ + '^bvw + lUwu -I- 26"wii 

-+- 2cw*' + Ic'vr H- 'ic"wr + rf?-^ — . 
Le discrimÎTiant du premier membre est 
h" b' 



Nous dcsignoroiis par des grandes lettres A, A', A", 
B, B', B", G, C, C°, D les coefficients des petites lettres cor- 
respondantes dans le développement de a. 

On a par exemple 



0' 


t 


t' 






a b" c 


h 


c" 


c" 

i 




B = — 


i' b c" 
c c' ci 








a ir b' 








D = 


b" a' b 












b' b é 





. etc, 
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D est le discriminant de la forme 

g(u, V, w) — au^ + a't)' H- aV -h Ihviv + Wtm -S- Wuv . 
On peut développer aisément le déterminant a, soit en ap- 
pliquant la règle de Laplace, ce qui sera surtout commode 
quand il y aura des éléments nuls, soit en écrivant 



c' c" 

Le premier des déterminants du second membre est égal 
à Drf ; quant au second, sa valeur a été donnée en géométrie 
plane ; si on y considère c, c', c° comme les coordonnées ho- 
mogènes d'un point d'un plan, ce déterminant est égal au pre- 
mier membre de l'équation ponctuelle de la conique qui aurait 
pour équation tangentiefle g{u, v, w) = 0. 
On aura donc 

A = Drf — (aV— 6V — (a""— S'^K= — (<ni'— fi^^jc"' 

— iib'b" — ab)dc" — 2(i"6 — a'b'yc — ^{bV - (i!'b")rJ . 
i :^ 0, l'équation ponctuelle de 



Rappelons encore que s 
la quadrique est 

f(x, y, s, t) =^ kx'^ + \'y^ - 



W'x-;/ 



h" b' c 



114. Le discriminant de la fonction ç{a;, y, z, i) est le déter- 
minant adjoint de û, nous le désignerons par i' ; on a 



y Google 



146 COORDONNÉES TANGEMIELLES. — GÉOMÉXRIE DANS L'kSPACE 



Si l'on multiplie A par i 



, le produit s'écrit 





d'où 

Cette démonstration suppose A ^ ; lu résultat subsiste 
évidemment si A est nul. 

115, Entre les mineurs des déterminants i et a' il existe 
des relations fort importantes, bien connues, et que nous 
allons rappeler en considérant un déterminant quelconque 



n déterminant adjoint 



Soit h' un mineur quelconque de degré p du déterminant H' ; 
considérons le mineur h do degré n — p du détemiinant H 
obtenu en supprimant dans H les lignes et les colonnes de 
même rang que celles qui ont été conservées dans H' pour 
former fi'; nous dirons ([uo /( et // sont des mineurs com- 
plémentaires. 
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Kons allons monti'cr que l'on a 

/(' = ± h\i>'- 
Supposons d'abord que l'on ail 

Aï A? .. 
a; Al .. 

a;, Al .. 
on peut l'écrire 









A| Af 




A 


Ai'+i 


Ai'+^ . 


■ ^" 




a; a^ 




A? AS+' 


a;+" . 


■ A? 


h' = 


a;, aj 






a; aw 

1 


Ail+' . 
.. 


- A^l 
. 












i 















.. 


. 1 


MuUiplion 


s ce déterminant par ii ; 


on aura 






H 























H 







. 


. 




J 







H 


. 


, 


i' = 


af+ 


»;+' 




or' <i;±! 


«S! . 


. «V 




" 


+ 


«!+' 




«!+■ «m 


»»; . 


aP+ 






as 




'«; ' '«;+ 


nj!_i_ï . 


■ aV< 


qui peut 


'.icrire 












H 


. . 







«m 


«S! .. 


ai'-t- 


Rk' = 






ti . . 



II 


X 


«»; 


»ltï .. 


al+ 




... 






«"-i.î 


a"H-2 . . 


al 
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Or le premier déterminant est égal à H'', le second est préci- 
sément le mineur complémentaire de /*' ; on aura donc 

Eh' ^ H''/( , 
c'est-à-dire 

/(' = hm-' . 

Supposons maintcnanl que le minenr h' soit obtenu en pre- 
nant p lignes et p colonnes quelconques dans le détermi- 
nant H' ; on pourra amener les éléments de ce mineur à occu- 
per les p premières lignes et les p premières colonnes. 

On transformera ce mineur comme plus haut en un déter- 
minant de degré n, lequelseramultipliépar le déterminant H, 
où l'on aura déplacé d'une façon semblable les éléments des 
lignes et des colonnes, et on aura la relation 

en prenant le signe -+- ou le signe — , selon que pour amener 
les éléments de h' à occuper les p premières lignes et les p 
premières colonnes on a fait un nombre pair ou un nombre 
impair d'échanges de deux lignes ou de deux colonnes. 

116. Appliquons ce théorème au détenninant i. Prenons 
d'abord les mineurs du troisième degré liu déterminant i'. 



A' B = i'rf, 



G* D 

on voit ainsi que les coefficients des éléments dans le déter- 
minant i' sont proportionnels aux éléments correspondants 
du déterminant a ; c'est ce que nous avions déjà établi au 

Prenons maintenant les mineurs du deuxième degré de A'. 
En appliquant le théorème qui précède, on obtient vingt et 
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une relations correspondantes aux vingt et un mineurs de i 



A'A" — B^ = àiad — c^), 


AD — C==A(aV-fi^), 


A"A — B'^ = A(<j',^-c'^), 


A'D-C'= = A(a''«-6'=), 


AA'-B"= =^{a"d-c''% 


A'D — C^^ A(ao' — 6°=), 


B'B"-AB = A{bd - ti'c"). 


BD— C'C^ ^b'b'—ab). 


B"B — A'B'^ ^{b'd — d'c), 


^Sh — C''G^^{b■'b — a'b'), 


BB' — A,"B"== ^b"d — cc'). 


B'D — CC'= h{bb' — aW), 


A'C-BC = -^ i{ac" — h'c). 


AC — B'C = — A(aV— 6c'), 


A'C — B'C -^ — Ma'c — è"c'), 


A'C — B'C = — A(«"c — b'c'], 


AC — B"G = — A(aV — bc"), 


^.■'C'-^BG' = -^{ac^~b"c), 


B'C — B'C = 


^^{h'c'-b-c% 


B'C — BC = 


^^bV-bc), 



BC — B'C' = i(6c — 6'c'). 

117, Pour établir la nature de la quadrique représentée par 
l'équation générale écrite plus haut, nous décomposerons le 
premier membre de l'équation en carrés, et nous changerons 
les axes de coordonnées en nous servant des formules de 
transformation (1) établies au numéro 50. 

Nous rappellerons que le carré de la distance d'un point 
(x, y, z) à l'origine est 

i^a;, y, z)^x''-^y'''^z^+2yzcosy0z-h%zxcosz0w-i-'ixycosx0y, 
et que par suite les coordonnées du point directeur d'une 
direction joignant l'origine à un point {a, p, y) sont 

» ? ï 

\AkVm}' \/W7J7T)' ^/WTKy] 

118. Premier cas. d:^ù. 

La quadrique n'est pas tangente au plan de l'infini. 

On peut écrire 

f{u, V, w,r)=~ {dr + eu + c'i. + d'wf + ?[^, v, w) , 
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if[u, V, w) étant une fonction du deuxième degré par rapport 

lo Supposons ii.:^0. 

f{u, V, w, r) doit être décomposé en une somme de quatre 
carrés indépendants ; il en résulte que f{u, v, iv) sera égal à 
une somme de trois carrés. On pourra écrire 

i 
/■{w, V, IV, r) =■ -7- (cîr + cw + c'y -H c'lu) -h /i(aM -H pu + -{wY 

-1- /*'(«'« + ?'!> -^ ï'"-)" + /'"{«"« + rî> + -{V^)\ 

aucun des nombres ft, A', fe' n'étant nul. 

Faisons alors la transformation de coordonnées indiquée 
par les formules suivantes : 



™+f 


Jîi + Y^" 


A(" 


,P,Yi 


.•„+f 


iv + y» 


,/+(.'. 


P', t') 




% + iw 



^WTWTT) 



cette transformation consiste à prendre pour origine le point 
qui a pour coordonnées cartésiennes -51 -^■, — < et pour 
directions d'axes les directions qui ont pour paramètres direc- 
teurs {«, ^ y), K ^', -/) et (a", p', /). 

Fj' équation de la quadrique devient 

Af'^ -H Am"!*'* -4- A'm'%'= -t- Wm'Hi^'^ = 0, 
en posant m" = 'Ka, p, 7), tn'^ =^ 'l'I"', P', y') ... etc. 

L'équation ponctuelle correspondante sera (S4) 

«*' w'^ ^'^ 1 n 

■!-^ + iTTî + ir-râ + -T = ; 
Am^ A'm'^ A m ^ « 

et cette équation représente une quadrique à centre, un el- 
lipsoïde ou un hypcrboloide rapporté à trois diamètres con- 
jugués. 
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La nature de la quadrique sera nettement indiquée par les 
signes des nombres h, h', h" et d. 

2" Supposons A = û, et un mineur du premier ordre 
différent de zéro. 

Dans ce cas f(u, v, w, r) est décomposable en une somme 
de trois carrés indépendants ; il en résulte que tf(u, v, tu) sera 
égal à une somme de deux carrés ; on aura alors 

/■(u, V, w,r) = -j {dr -4- eu -+- i/j; H- c"ïo)^ + /i(«w -t- p" -+- -iwf 
+ /*'(»'" +^^-Y'«')^ 
On fera la même transformation que celle indiquée plus 
haut, à cette différence près que a", fl", / pourront être arbi- 
trairement choisis. 
L'équation de la surface devient 

dr'^ -+- km^v;^ + fi'm'")!'^ = 0. 
On reconnaît l'équation d'une courbe située dans le plan 
des ar'i/', et dont les équations ponctuelles sont 
X" II" l 

Am^ fim" d 
i' = 0. 
Cette courbe est une ellipse ou une hyperbole, 
3° Supposons i = 0, tous les mineurs du premier ordre 
nuls, et un mineur du deuxième ordre différent de zéro. 

Dans ce cas, <f(H, v, lo) sera carré parfait, f{u, v, w, r) se 
décomposera en un produit de deux facteurs ; il en résulte que 
l'équalion représente un ensemble de deux points situés tous 
deux à distance iinie. 

4" Si i = et si tous les mineurs du premier et du second 
ordre sont nuls, f{u, v, iv, r) est carré parfait et l'équation 
donnée représente un point double à distance finie. 

119. Deuxième cas. d= 0. 

La quadrique est tangente aujylan de l'in/îni. 
Nous supposerons d'abord que les trois nombres c, d et c" 
ne sont pas nuls en même temps. 
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On a 

/■(«, ., «., .•) = j(«, ., ») + 2r(™ + c'v + cV„ 
en posant 

g{u, V, w) = au^ ■+- a'v^ -+- a'w^ -\- Ibvw -1- 'ib'wu ■+■ l¥uv. 

Si c ?^ 0, on peut diviser §(h, «, îw) par cm + c*)) ^- cV 
en ordonnant par rapport à ii; on obtiendra une identité de la 
forme 

g{u^ !), w) ^ {eu -\- c'v -1- (f'w){3-u -+- pti -h -fiy) -h o(w, tu), 

o(i!, !t)} étant une fonction homogène du deuxième degré ne 
renfermant plus que v et w. 

On aura alors 
f[u, V, w, r) - {eu ■+- c'v 4- cV)(w + pu + tiv -+- 2r) + <?(<;, ïo). 

1" Supposons A 7i 0. 

/■(w, w, w, )■) doit être décomposé en une somme de quatre 
carrés ; le premier produit donnant deux carrés, le tenne sui- 
vant <f{v,w) sera décomposable en une somme de deux carrés, 
et on pourra écrire 
/■(w, V, w, r) ~ {eu H- c'u + rtu)(TO -\-^v-hyw-i- 2i-} 

-i-h{pv + qwy -\- h'{p'v -t-q'ivY. 

Faisons la transformation de coordonnées indiquée par les 
formules suivantes : 

, _ eu -[- e'v -+- c"iv 
" ^^c,c\e')~' 



l'équation devient 
en posant 



rt(0,P,9) 


rto.p'.rt 
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m^ = i^O, p, q), m'^ = |(0, p', g') et /; = \/'\'(c, rj, c"). 
L'équation ponctuelle correspondante est 

T — S t- 77—;; H- -T- — "^• 
/im-' km ' k 

Rlle représente un paraboloïde elliptique ou hyperbolique 
seion que h et h' sont de même signe ou de signes contraires. 
L'axe est parallèle à OV. 

2° Supposons 4 — 0, et un mineur du premier ordre dif- 
férent de zéro. 

ip(î>, iv) est alors carré parfait, et l'on a 

/■(m, w, w, r) ^ (^H-c'^)^-l;''w){ïw-|-Su^-7^tn-2ï')^-/i(^^)-|-çw)^ 
On fera la même transformation que plus haut, en choisis- 
sant p' et g' arbitrairement ; on obtiendra l'équation 
/iîftV^ H- 2/niV ^ 0. 
Cette équation représente une conique dans le plan des a'y' ; 
ses équations ponctuelles sont 

1/= 2a/ 



k 



- 0, 



c'est une parabole dont Taxe est parallèle à O'x'. 

3° Supposons i ^^ 0, tous les mineurs du premier ordre 
nuls et un mineur du deuxième ordre différent de zéro. 

<a(v, w) est identiquement nul, et l'équation représente deux 
points dont l'un est ù l'iniini. 

On ne peut supposer ici que tous les mineurs du deuxième 
ordre soient nuls, car alors f{u, v, lo, r) serait carré parfait, 
ce qui est impossible. 

120. Troisième une. c = c' ~ c° = d = i). 

L'équation se réduit à 
g{u, V, w) = au^ + aV + a"to^ -+- 'S.bvw -H ^b'wu -h'^b'uv = 0. 
Le discriminant du premier membre est 



y Google 



134 COOIlDO!NNI'!ESTAriCENTIKr.T.ES. — GÉOMÉTRIE DAiVS L ESPACE 

a If y 



D ^ 



h' b 



1" D^tO. 

L'équation représente une conique à l'infini ; en adjoignant 
à son équation une équation linéaire représentant un point, 
on obtient les équations tangentielles d'un -véritatile cône, 
ayant son sommet au point choisi. 

2° D = et un mineur du premier membre différent de 
zéro. 

3(m, «, w) est décomposable en une somme de deux carrés, 
et par suite en un produit de deux facteurs. 

L'équation représente deux points distincts, tous deux à 
l'infini. 

3" D = et tous les mineurs du premier ordre nuls. 

g[u, V, V)) est carré parfait. 

L'équation représente alors un point double à l'infini. 

121. On peut remarquer que dans le cas où l'équation re- 
présente une quadrique ou une conique à centre, ou deux 
points à distance finie, le centre de la figure a pour coordon- 
nées homogènes c, (/, c", d. 

Dans le cas du paraboloïde ou de la parabole, les para- 
mètres directeurs de l'axe sont c, c', c". 

Ces résultats seront établis d'une autre manière dans le 
chapitre suivant. 

122. On peut résumer toute cette discussion de la manière 
suivante. 

i ^ 0, { d~/^ il cltipsoiJu ou hyperboloide. 

Térltable qutidriciiie ( d ^ pinboloidi 

A ^::: 0, / li 7^1 i llipsi on lijj erbole. 

unmineurdul"'ovdre;iO \ , . , , 

i (t =: p 11 ibolf, 

véritable coniqu*! ( d ^ (, ^^ 1. = c =0 conique k l'inûni. 
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^ ^= 0, I 4:^ deux points à distance finia. 

tous les mineurs \ 

du 1'" ordre nuls, ) , , . . , . „ 

unmineLirdu2=ordre^0 S "^ ^ " deux points dont 1 un ^i liiiflni. 

deux points distincts \ rf ^ e ^ i;' =^ e" ^ deux points à. l'inûoi. 

' il ^ point douille !i distitnce finie. 



lin point douille \ d = a point double k l'infini. 

Mais, dans la pratique, il est inutile d'avoir recours à ce 
tableau, il suffit de faire la décomposition en carrés comme il 
a été indique plus haut. 

123. Exemples. 

1" Reconnaître la nature de la surface 
Sm^ — 3j!^-|-io'-1-2iî«; — 2îimi — 2«-u — 'iur -^ 4)ur + r' ■= Ij. 

Comme le coefficient de r' est différent de zéro, je place dans un 
premier carré tous les termes renfermant r; l'équation peut 
s'écrire 
(i- — M + %v>f ~ {u — 2it))^-l-aM' ~ 3»'+ vfi -\- 2)Jio — Itm — ^u'o — 

ou 

{r — u + 2w)'^ -\-v? — 2im + 2!no — 3'i;^ — 3îu^ + tvxo — 0. 

On a ensuite 

{r — u + ^xdf -H (î^ — D + lef — (p — vif — Zv'^ — Sio^ + Iwi = 0, 

{r — xi-\-2w)^-i-{u—v-\-wf-~iv^ + ivio — iw^ = 
ou enfin 

On reconnaît alors que cette équation représente un hyperholoïde 
à une nappe. 

Le centre a pour coordonnées —1, 0, 2, et on a en évidence 
trois directions conjuguées, 

2' Reconnaître la nature de la surface 

Zu^ — iv» — ^w^ -^ uw — uv + ur-hvr — wr = 0. 
Comme il n'y a pas de terme en r^, je divise l'ensemble des termes 
du deuxième degré en u, v, w par ïi-i-v — w, en ordonnant par 
rapporta is; on obtient immédiatement 
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et l'équation s'écrit 

(2u — 'iv-i-io+r]{u-h^—w) — io + 2ii})^ — 
FaisoDS [a transformation de coordonnées suivante : 



L'équation devient 

tmr.'r' — m'H'^ = 0; 
elle représente une parabole dans le plan des a'ij'. 

124. Exercice. — Oii donne deuw sphères S et S' et un point A . 
On mène une spJière quelconque S ayant son centre sur S' et passant 
par le point A ; on demande l'enveloppe du plan radical des deux 
sphères S et 2. Cutte enveloppe est une quadrique dont oji discutera 
la nature. 

Soient 

les équations des sphères S et S', et a, 'fi, ■{ les coordonnées du 
point A. 
Si 

ïKC + vy-\~w^ + r = 

désigne l'équation du plan radical de la sphère S et de la sphère 2, 
cette dernière aura une équation de la forme 

-ci 4- y2 + 3S_Ra-X(iW^ + «!/+«;:■+>■) = 0, 
Ecrivons qu'elle passe par le point A, et que son centre est sur la 
sphère S' ; on aura les deux équations 

c^ + ^^l + f-Ri-l(u^^v'^^w^ + r) = 0, 
()M — M)" + W + \^w-- — 4R'2 = . 
En éliminant î> entre ces deux équations, on aura l'équation tan- 
gentielle de l'enveloppe demandée. 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

a2 + ps + -fi'-R2 = H, «a + ^^ + î«-f-Hr = P; 

on oh tient 
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Pre-nier cas. d= — R'^ tjt 0. 
L'équation peut s'écrire 



# — R'V [d^ — fJf^ rf» — R'^ 



dHu \ s MiiHm'^ 



L'enveloppe est alors une quadrique à centre, dont les a 
parallèles aux axes de coordonnées. 
Le centre a pour équation 



t-à-dii'e pour coordonnées 



2((P — R'2) '^' '■ '^' '^" ' - 
porte l'origine au centre, l'équation devient 

' (d^ — H'2)2 rf2_K'2 — ■ ■■ 
Si d^ — R's < 0, la surface est un ellipsoïde réel. Si d"- — R'^ > 0, 
la surface est un hjperboloide à deux nappes, 
flewidème cas, d^ — R'^ z= 0. 
L'équation de l'enveloppe s'écrit 

(«3+ u2 _,_ u,îjH __ 4f;„p — 

(.. + .,.)H-M.(.» + .?+.,, + .-^)=0. 

Socs cette forme on reconnaît l'équation d'un paraboloïde elli[)- 
tique. 
En résumé : 

rf5 _ f['3 ^ 0^ Ellipsoïde réel, 
rfa — R'3 — 0, Paraboloïde elliptique, 
rfï — R'2 > 0, Hyperboiolde à deux nappes. 
Nous avons supposé dans tout ce qui précède que H était dllférent 
de zéro. 
Si H = 0, l'enveloppe se réduit au point A, ce qui est évident 

125. Cas ofi l'équation représente une conique, — Suppo- 
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sons que le déterminant ^ soit nul, et qu'un mineur du pre- 
mier ordre soit différent de zéro. 

Appliquons la méthode générale pour déterminer les équa- 
tions ponctuelles correspondantes. 

On doit éliminer «, u, w, r, X entre les équations 

au -h b'v + b'v! -+- cr — Xx = U , \ 

Vu ■+- a'v -\-bw->r- c't ~ Xy = 0, J 

Vu -¥hv-¥ a"w -t- cV— \z r^ 0, \ (1) 

cu-h-dv-^ d'il! + dr — Xi — 0, I 

ux ■+- vy -+- wz -\- ri ^ 0. / 

Multiplions les quatre premières équations respectivement 
par les coefTicieiits des éléments de la première colonne de A ; 
on obtient, on remarquant que X n'est pas nul, 



B'j/ + B'!+Cl = 


= 0; 


-A',; + B. + C'! = 


= 0, 


Bi/ + A"2 + €"( -- 


^ 0, 


C's + Ci + D( = 


= 0. 



Ces quatre équaltons représentent le plan de la conique ; 
elles ont donc leurs coefTicients proportionnels ; il en résulte 
que tous les mineurs du second ordre du détemiinant 
adjoint A' sont nuls, par suite la forme adjointe w{x, y, z, I) 
est carré parfait, et sa racine égalée à zéro donne l'équation 
du plan de la conique. 

On voit également que les coordonnées du plan de la co- 
nique constituent l'unique système de solutions des équations 

/■; = 0, A = 0, A - 0, /■; ^ o. 

On peut d'ailleurs déterminer ponctuellement celte conique 
en joignant à l'équation de son plan l'équation ponctuelir^ 
d'une quadrique qui la contient. 

Supposons en effet que le mineur 
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I a 1/ h' 
D = I // a' ù 
\ b' b a" 
soit différent de zéro. 

Résolvons les trois premières équations du système (1) par 
rapport à u, V, w et remplaçons dans les deux dernières ; on 
obtient les équations 



c c' c" dr — Il 

a b" h' cr — lx 

b" a' h c'r — À;/ 

6' l, a" c'V — ),; 

œ y z rt 



On peut les écrire 



/,(Ca>-HC'y-^C";H-l)() = 0, 

//' // X 
b" a' b y 



r(Cs + C'y + C"£-+-Di) — ). 



b a" 







Crc+C';/ + C's + 


Df = 




a V S' aj 






h" a' b y 
// 1, a" -. 


= 0. 




I S J 





La première équation représente un plan, la deuxième re- 
présente un cône ayant pour sommet l'origine. 
La conique est à l'intersection du plan et du cône. 
Remarquons d'ailleurs que ce cône a pour équations tangen- 



y Google 



160 COORDONNÉES TANGËNTIEU-KS. — GÉOMÉTKIE DANS l'eS 



«K^ -I- (^0- ~\- a"v)^ + 'ibvio H- Wivu -+- ^l/"uij — 0, 

r = 0; 

Les plans tangents à ce cône sont les plans passant par 

l'origine et dont les coordonnées vérifient l'équation donnée 

/•(«, ., », r) = 0. 

126. Cas où l'équation représente deux points «llstincts. — 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que i soit nul ainsi que tous 
les mineurs du premier ordre. 

On a alors 

/■(w, V, w, r) zr PP', 



h^P'- 



to-/-^ 



On en déduit 



/; = pP'-i-p'P, 
/■; = ïP' + ï'P. 
/■;, = SF' + ST. 
11 en résulte que les équations 

/i = o, /; = o, /; = o, /■; = o 

ont une infinité de systèmes de solutions, qui sont les coor- 
données des plans passant par les deux points. 

On peut déterminer ces deux points en éliminant u, ?;, v;, 
r, X entre les équations (1) du numéro précédent. 

Supposons pour cela que le mineur 
[a l/\ 



soit différent de zéro ; 
équations par rapport à 
Irois autres, on obtient 



a peut résoudre les deux premières 
i et î!, et en remplaçant dans les 
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a h" X 



a 


• X 


b" 


' y 


X 






Ces trois équations rlétnrinînent les coordonnées des deux 
points. 

127. Enfin- dans le cas où Téquatioii représente un point 
double, f(u, V, w, r) est carré parfait, les dérivées partielles 
sont proportionnelles, et chacune d'elles égalée à zéro est 
l'équation du point double. 

128. Application. — Considérons l'équation 

¥[u, V, w, r] = Inf., + vfl; + wfi,^ 4- rf.;!' 

qui représente l'intersection de la surface 

f{u,v,w,r) = au^ + aV^+-.^Q (2) 

et du plan {jio, «o, wo, ru). 

Nous nous proposons de démontrer analytique me ni que si l'équa- 
tion (2) représente une véritable quadriqne, l'équation {i) repré- 
sente ijne conique; si l'équation (3) représente une conique, [1) 
représente deux points distincts ; si (2) représente deux points dis- 
tincts, (1) représente un point double; enfin si (2) représente un 
point double, le premier membre de l'équation (1) est identique- 
ment nul. 

Nous excluons, bien entendu, le cas où /'{«o, ^o, wo, tq) est nul, 
car dans ce cas le plan est tangent, et l'équation (1) représente un 
point double qui est le point de contact. 

On a 

j n = r.^iuf'., + vfi„ -H lofi, + rr,.„) - ZU(u,, V., wo, r„), 
1 F,'„ = fl^^it^H + "/■:■„ + ^fk + rf',;) - 5/-i/[«„, V,, «,„, n), 
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uf'^a + <„ + in/;',.„ + rf,.^) — 2f\-f{u<,, »o, luo, ro) . 

ces quantités à zéro, on a des équations qui sont 
X suivantes ; 



ou 

r^ -+- if,.^ = 0, f'o -+- Vr» = 0, A + V^o = 0, f ;. + >/;.„ = o 

ou encore 

'■^' ■■■ '-'*'^ (3, 

r™{ )-o, 

r.'( ) = oJ 

Cela revient à dire que u + Àiio, v + Àuo, lo + Àii^n, '■ H- '^''d 
sont les coordonnées d'un plan tangent double de la surface (2), 

1° Supposons que l'équation {3) représente une véritable qua- 
drique. 

Les dérivées partielles /„, f\,, etc. ne peuvent être nulles que 
pour des valeurs toutes nulles de u, v, to, r. 

Les équations (3) ne seront vérifiées que pour 
M+ Xîfo — 0, p-i-Xvo = 0, jo + Xiuo = 0, r + Xro = 0. 

11 n'y a donc que les valeurs — ).uoi — ^'Va, — î-iuo, —Xro 
qui annulent F„, K, F^, FI.; on en conclut que l'équation (d) 
représente une conique située dans le plan («o, vo, ioo, ra). 

%" Supposons que l'équation (2) représente une conique située 
dans un plan Pi(mi, Vi, w^, r,). 

Les dérivées fii, f'v, etc. ne s'annulent que pour des valeurs de 
M, V, etc. proportionnelles à u,, vi, etc. 

U en résulte que les solutions du système (3) sont 
ti-i-lva =^ [Mil, V + '^"0 =^ l»"!. ''■'' + '■«'0 =; [t.roi, f H-/,ro :^ [iri 

10 =:; — Xiuo + fiWi, 
!- — — Xro + fir,. 
Nous avons là les coordonnées des plans qui passent par l'inter- 
section des deux plans Po et P,. 
Ces quantités annulant les dérivées Fi,, ¥'v, etc., on en conclut 
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que l'équation (I) représente doux points situés sur l'intersection 
des plans Po et Pi. 

3" Si l'équation (2) représente deux points distincts situés sur une 
droite intersection de deux plans Pi[ui, *,, iHi, n) et Pa(t!2, v^, wî, t^), 
les dérivées f'u, fi,, etc. s'annuleront pour les valeurs 



n conclut que les solutions du système (3) seront 



il en résulte que l'équation (1) représente un point double qui est à 
l'intersection des trois plans Po, Pi, Pjj 

4" Enfin, il est aisé de vérifier que si f{u, v, w, r) est carré par- 
fait, F(M, il, w, r) est identiquement nu!. 

129. Plans tangents menés pai- l'oi'igine. — On aura les coor- 
données des plans tangents menés h une r|iiadri(iuft par l'ori- 
gine en résolvant les deux équations 

/{«, ,, >», r) = 0, 



!/(»■ 



1" Supposons que le discriminant de g{u, v, w) ne soit pas 
nul. Dans ce cas les plans tangents forment un cône, c'est le 
cône circonscrit k la surface ayant pour sommet l'origine. 
Suivant la réalité du cône et la nature de la surface, on peut 
déduire la position de l'origine par rapport à la surface. 

Si l'équation représente une conique, c'est le cône s'ap- 
puyant sur cette conique et ayant pour sommet l'origine. 
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L'équation ne peut dans ce cas représenter deux points, 

2° Supposons que le discriminant de ^(w, u, w) soit nul, 
c'est-à-dire que g(u, v, ïu) soit décomposable en un produit 
de deux facteurs, 

g{u, V, w) - (i(. -l- V? -h iu-i}{u^' + vp + wfj. 

Soient D et D' les deux droites qui passent par l'origine et 
qui ont pour paramètres directeurs (a, p, y) et (af, p', 7'). 

On voit alors que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un plan passant par l'origine soit tangent est qu'il contienne 
l'une des droites D ou D'. 

Dès lors, si la surface est une véritable quadrique, l'origine 
est sur la surface, et les droites D et D' sont les génératrices 
qui passent en ce point. Si ces droites sont réelles, la surface 
est réglée (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloïde hyper- 
bolique) ; si les droites sont imaginaires, la surface est un 
ellipsoïde, un hyperboloïde à deux nappes, ou un paraboloïde 
elliptique. 

Si l'équation représente une conique, l'origine sera dans le 
plan de cette conique, et les droites D et ly seront les tangentes 
menées h. la conique par l'origine. 

Enfin l'équation peut représenter deux ]ioints distincts, les 
droites D et D' passent par ces points. 

'S" Supposons que g{u, v, w) soit carré parfait, 

et désignons par D la droite qui passe par l'origine et qui a 
pour paramètres directeurs (a, p, ■;). 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un plan soif 
tangent est qu'il contienne la droite D. 

Dans ce cas, l'équation ne peut représenter une vérilable 
quadrique. 

Si elle représente une conique, l'origine est sur la conique, 
et la droite D est la tangente à la conique en ce point. 

Si l'équation représente deux points, l'origine doit être sur 
la droite qui joint ces deux points, et la droite D coïncide 
avec cette droite. 



y Google 



CLASSIFICATION UeS OUAnitlOBES 163 

Enfin, si i'équation représente un point double, la droite D 
joint l'origine au point double. 

On voit ainsi, qu'étant donnée l'équation d'une surface de 
deuxième classe, on peut avoir certains renseignements sur 
la nature de la surface représentée en examinant ia fonction 

J(„, V. „). 

130. Pour avoir l'équation générale des (juadriques contenant 
deux droites qui se coupent, on transportera l'origine des coordon- 
nées au point de rencontre, puis en désignant par a, p, y et a', p', y' 
les paramètres directeurs des deux droites, on aura pour l'équation 
générale 

(wa -{-v?+ w!){ua,- ■+■ op' -H lo-;') -f- 2citr + 2c'vr ~h ^c'tor -+- dr^ = 0. 

Ainsi l'équation générale des quadriques contenant Oic et Oi/ est 
2b"ui> -h 2cur + Sc'wj- + 2c" wr + rir^ = 0. 

L'équalion générale des quadriques tangentes au plan des xy à 
l'origine est 

au" -+- a'v" + 26'wti + 2oiir + Ziifvr + 3c" wr + dr'' — Q; 
en effet la fonction g{it, v, in) doit être décomposable en un produit 
de facteurs qui, égalés séparément à zéro, représentent des points 
à l'infini dans le plan des ay. 

Si le trinôme 

a ses racines réelles, la surface est réglée ; sinon elle n'a pas de 
génératrices réelles. 

131. Condition pour que l'équalion tangentielle générale du 
deuxième degré représente une spbëre. 

Nous nous bornerons <i examiner le cas où les axes de coor- 
données sont rectangulaires. 

L'équation tangentielle d'une sphère de centre (a, p, -() et 
de rayon R s'obtient en écrivant que la distance du centre à 
un plan tangent est égale au rayon. 
On a ainsi 

(ua + Dp + Wf + ry — RHu^ '^v^-hw^) = 0. 
Pour que l'équation générale du deuxième degré 

f{u, V, w, r) = au^ -h a'v^ + aV -h •■■ = [1) 
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représente une sphère, il faut que ces deux équations aient 
leurs coefiicients proportionnels, c'est-à-dire qu'on ait l'iden- 
tité 

s désignant un nombre différent de zéro. 
On peut encore écrire 

rt», », 1», !•)- SK +»■ + «.•) s: - ^ (n, + .jî + .«ï + •■)■. 

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante 
pour que l'équation (1) représente une sphère est que l'ex- 
pression 

/(»,«,«.,.•) -S(..' + .-+»■) 

soit le carré d'une fonction linéaire de m, v, îw, r. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que tous les mi- 
neurs du deuxième ordre du discriminant de cette forme 
soient nuls pour une même valeur de S, Mais on sait que ces 
conditions rentrent les unes dans les autres ; pour obtenir le 
nombre de conditions strictement indispensables, nous re- 
marquerons que le coefficient de î*', rf, est différent de zéro, 
et nous ordonnerons la forme par rapport à r ; on a 
dr' + Mc" 4- c'v -+- (fcv) + {a — S)w^ -+- (a' — Sy + {a" — S)iv' 
-+- "i.l/vw -+- 26'î/iK -1- Sè'-wi' . 
En écrivant que cette fonction est carré parfait, quelles que 
soient les valeurs de w, «, w, on obtient 
[cu+c'v+c^ioY 
-^d[{a—S)u^M"'-^y'Ma"—^]ii"+^bvw-+-20'wu+'I//uv\=O, 

ce qui donne 

ci_rf(a— S) = 0, 

cf' — dij^ — S} = 0, 

(fi — d{a"—S.] = Cl^ 

d<f-bd = 0, 

c'-c — h'd = Û, 

ce' — ¥â = 0. 
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Ed éliminant S, on a les cinq conditions suivantes : 
ad — c^ = a'd — c'^ = a"d — c"^ i/i 0, 
c'é — hd --= 0, 
c"c — b'd = 0, 
cc' — b''d^O. 
Supposons ces conditions remplies ; il est aisé d'obtenir le 
centre et le rayon de la sphère. 
En effet, on doit avoir 

f{u, f, w, r)~?,(u' + v'-^w')^-^{n:.^v?-^Wf-\-n\ 

a, p, 1 désignant les coordonnées du centre et R le rayon. 
Or on a, puisque le trinôme précédent est carré parfait, 

A.,.,»,.-)-s(..' + .-H-..-)a''(.' + r' + 7"'+7'")'- 

On en conclut 

'^1' ^'"T '''°°T' 



132. Il est aisé de voir que les conditions obtenues sont 
équivalentes aux conditions 

A := A' == A" :^ 0, 

li = 0, B' = 0, B" = 0, 

que donne la géométrie ponctuelle. 

Si l'on se reporte en effet aux formules du numéro 116, on 
voit que les conditions trouvées sont équivalentes aux con- 
ditions 

A'r — W - A"A — IC^ = AA' — B"' -t 0, 

B'B"— AB = 0, B"B — A'B' = 0, BB' — A"B" = 0. 

Supposons qu'aucun des trois nombres B, B', B° ne soit 

nul ; on pourra tirer des trois dernières égalités les valeurs 
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de A, A', A" et en portant dans les premières, on verra que 
A'A" — B^ est nul, ce qui est impossible. 

On doit donc admettre par exemple que B = ; on en 
conclut B'B" ~ 0, ce qui donne B' = ou B" = 0. 
Supposons B' = ; la dernière équation donne 
A"B" = 0. 
On ne peut avoir A" = 0, sans quoi A'A" — B^ serait 
nul ; donc on a B" = 0, et on en conclut 
A = A' ^ A"^0, 
B ^ 0, B' ^ 0, B" ^ 0. 

133. Intersection d'une quadriqne et du plan de l'inlini, — 

Étant donnée l'équation tangentielle d'une quadrique, 

fin, V, w, r) = Ù, 
les plans tangents dont les points de contact sont à l'inlini 
sont déterminés par les deux équations 

A», ., », r) = 0, 

r, = 0. 

En éliminant r entre ces deux équations, on aura l'équation 
tangentielle de la section de la surface par le plan de l'inlini. 

On obtient sans difficulté 
d{au^-i-a'v^-haV-i~^bi>w-i-^//wii-h'ib"uv)—{cu~hc'u-\-c"ivY = 0. 

On peut encore obtenir cette équation en partant de l'équa- 
tion de l'intersection d une quadrique et d'un plan (m„, v„, Wa, r^) 
(uBru-^Vefv+tVaf^-i-r(,f'..Y — if{u, V, w, r)f{Uo, Vo, Wv, Ta) =0 
et en y faisant tt^ = v„ ^ Wq = 0. 

L'équation de la conique de l'infini peut s'écrire 
{ad — c^y + {a'd — c'y^ + {a°d — c°')io^ -f- 2{bd — c'c")vw 

+ 2(^'rf — r/c]vm ■+■ %b''d — cc')w) = 0. 

Le discriminant du premier membre est égal à d^^, i dé- 
signant comme plus haut le discriminant de f{u, y, w, r). 

Il en résulte que cette équation ne représente une véritable 
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conique que si la surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde. 

Dans le cas rlu paraboloïde, elle représente un point double, 
[eu -i- c'v H- c'wY = ; 
c'est le point de rencontre des deux génératrices de la surface 
qui se trouvent dans le plan de l'inftni. 

Si l'équation donnée représente une conique, cette courbe 
rencontre le plan de l'inflni en deux points distincts, si c'est 
une ellipse ou une hyperbole, et en un point double, si 
c'est une parabole. 

Enfin si l'équation représente deux points distincts, la co- 
nique de l'infini se réduit à un point double. 

Tous ces résultats, évidents o priori, s'obtiennent analyti- 
quement en remarquant que les mineurs du premier ordre du 
discriminant de la fonction 
{ad — c^y -+- {a'd — c'^y + (a"d — c"'K + 2(&(i — cY)vw 

-+- 2(i'rf — c"c)wu -h %b''d — cc')uv 
sont proportionnels k A, A', A", B, B', h". 

On a, par exemple, 

(a'd — c"){a''d — c'") — {bd — c'cy ^ rfA, 



{l,'d—c"c){l)"d — cc') — {ad — c'){bd — c'c''] = rfB, 

Cela nous montre aussi que les équations ponctuelles de 
cette conique sont 

Ax^ + A'y^ -h Ah^ -f- 2Bj/3 -h 2B'zx -+- ISai/ = 0, 
( = 0, 

134. Cercle de l'intini. — Il résulte de ce qu'on a vu dans les 
numéros précédents que ta condition nécessaire et suffisante 
pour que l'équafion 

/■(«, ., w, r) = 

représente une sphère est que l'intersection de cette surface 
par le plan de l'infini ait pour équation langentielle 
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OU pour équations poneluclles 

x^ -\- 1/ -h s^ = 0, 

/ = 0, 

en supposant toujours les axes de coordonnées rectangulaires. 

Cette conique est appelée le cercle de l'infini, et l'on peut dire 
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une quadrique 
soit une sphère est qu'elle contienne le cercle de l'infini. 

Un cône quelconque ayant pour directrice le cercle de l'in- 
flnî est appelé cône isotrope ; on peut aussi l'envisager comme 
une sphère de rayon nul. 

Ainsi le cône isotrope qui a pour sommet le point (a, II, -•) a 
pour équation 

Un plan quelconque rencontre le cercle de l'inlinî en deux 
points qui sont les points cycliques de ce plan. 

135. Le cercle de l'infini joue, en géométrie de l'espace, un 
rôle très important, comme les points cycliques en géométrie 
plane. 

Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante pour que 
deux droites soient perpendiculaires' est que leurs traces sur le 
plan de l'infini soient conjuguées par rapport au cercle de l'infini. 

Soient deux droites ayant pour paramétres directeurs (a, p,-f) 
et («', ^', ■{). La condition 

„a' + ^' + ïV' = 
exprime à la fois que ces droites sont perpendiculaires et que 
des parallèles passant par l'origine sont conjuguées par rapport 
au cône isotrope 

,î^ + ./ + .^ = 0; 

dans ce cas, leurs traces sur un plan quelconque sont con- 
juguées par rapport à la conique section du cône par ce plan, 
et en particulier leui-s traces sur le plan de l'infini sont con- 
juguées par rapport au cercle de linflni. 

Théorème II. — La condition nécessaire et sufflsante pour que 
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deuxplans soient perpendiculaires est que leurs traces sin' le plan 
de l'infini soient conjuguées par rapport au cercle de l'infini. 
Démonstration analogue. 

Théorème III. — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une droite soit perpendiculaire à un plan est que la trace de 
la droite sur le plan de l'infini ait pour polaire par rapport au 
cercle de l'infini la trace du plan sur le plan de l'infini. 

Pour qu'une droite {a, p, y) soit perpendiculaire à un plan 

Aa; + By + Cï = 0, 
il faut qu'on ait 

A- £ - £ 

Or ces conditions expriment que la droite est conjuguée du 
plan par rapport au côno isotrope qui a pour sommet l'ori- 
gine. 

Ces théorèmes sont des cas particuliers de théorèmes plus 
généraux concernant les angles de droites et de plans (voir, à 
la fin du chapitre, Note n" iG). 

136. Conditions pour que J'équJitlon tangentielle généralfidu 
dewsiéme degré représente une hypei'bole éijuilatère. 

On doit avoir d'abord 

A=0; (1) 

en outre il suffît d'écrire que les points de rencontre avec le plaa de 
l'inflni sont conjugués par rapport au cercle de l'Infini. 

L'équation des points à l'infini est 
{ad — cs)«= 4- {n'd - c'-^y -h (a"d — c"^)io2 + 2{M - c'c")ttv7 

+ %{b'd — c"c)wu + 2{Vd — cc')it.v — . 
Le premier membre est dùcomposable en un produit de deux fac- 

(«a + f^ -i-«>ï)(t*^' -i- -.S' + ^f) = 0, 
et l'on doit avoir 

a/ + ^p' + fV' = 0, 
ce qui donne la condition 

, ad~a^-ha'd — o'^ + a"d — a"-' = 0. (2) 

Les relations{l) et (2) sont les conditions cherchées. 
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137. Équation taiiflentielle du cercle. — Soit iin cercle ayant 
pour centre le point (a, p, y), pour pajon R, etdontle plan P a pour 
équation 

l'ouï qu'un plan Q(m, v, w, r) soit tangent au cercle, il faut qu'il 
rencontre te plan du cercle suivant une droite dont la distance au 
centre soit égale àR. 

Abaissons du centre une perpendiculaire sur le plan Q, soit o sa 
longueur, et 9 l'angle des deux plans P et Q, on aura 



3^ = R^il — cos^e). 


(îm.i|i_l_,i,Y + r)5 


«"-h'f'-f-î"' 


[lu + m. + m.)^ 



L'équation tangentieile du cercle sera donc 
(^„ + „^ + ^ + ^p _ r (fa + m-^ + «^)^ -[ 

OU bien 

(wra + op + îoy -I- r)^l^ + î»s + n') 

- RW + m^ + n^](u^ + v^ + «,^] - {lu + m^ + nw)''] = 0. 
Nous avons en évidence l'équation des points h l'infini de ce cer- 
cle, car en éliminant r entre cette équation et sa dérivée par rapport 
à r (133), on obtient 

(P + mï + n2](„2 -i-v^-\- %o'-} — {lu -t- m« + nw)^ = 0, 
équation qui représente précisément l'équation des points de ren- 
contre du cercle de l'inlîni avec le plan du cercle considéré ; c'est 
en effet un cas particulier de la formule 
{ufi^ -H vfi^ 4- tcrio + '■A'o)' - if(", ■". w, r)f{u,, v,, .c,, r,) = . 

L'équation tangentielle du cercle peut aussi s'écrire 
(„a + ^,^ + ^.^+^)â(i2_^mS + „.j 

_ H'-[{mw - nvf + [nu - licf -H (?!. - muf] = . 

138. Conditions pour que l'équation tangentielle générale du 
second deflré représente un cercle. — lin comparant l'équation 
précédente avec l'équation générale 

f{u, V, w, r) = aii^ 4~ a'c' + a-w^ ■+- 2bvw + Sù'wu -h 2b"uv 

-i- 2citr -hic'vr ~h'i<fwr-\~ dr^ = Q, 
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on voit. que la condition cherchée est que l'expression 

flu,v,w,r) + »[(».» - nv]' + (,» - ;„■)= + If' - 
soit carré parfait. 

Ordonnons cette expression par rapport à ?■ ; on a ur 
second degré de la forme 

MrS + 2Nr-l-P = 0; 

N^ — MP = 0, 
et cela quelles que soient les valeurs de u, v, w ; on obi 
ditions suivantes, en posant jj. =z — "kd : 

«"d-c'^ = f.lP + »*'-), ( 

b'd — c"c ^ — \i.nl, 
b"d — ce' ■^^ — \j.lm . 
On voit que cela revient à écrire que la conique de l'inlini de la 
surface donnée, 
{ad — c2)«2 -h {a'd — c'^-y + {a"d — c''^)w^ + %{bd ~ c'c"]vw 

+ 2(6'd — c"c)wM 4- 2(6"d — cc')n-v = 0, 
se réduit aux deux points cycliques 

(mw - nvf -+- {nu ~ M)^ + [Iv - mu]^ = 0. 

Le calcul sera parti euh È rem en t simple si l'on sait à l'avance que 

l'équation donnée représente une courbe, et si l'on connaît le plan 

de cette courbe ; on aura les valeurs de l, m, n, et f^ sera la seule 

inconnue du système (I). 

Nous nous proposons de chercher d'une manière générale les re- 
lations qui doivent exister entre les coefficients de l'équation don- 
née pour que cette équation représente un cercle ; il faudra éliminer 
|i, l, )», n entre les équations ). 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

ad — c^ ■=. a, i^d — c'- = a', d'à — c"^ := a", 

hd — c'ti' = p, Vd — d'c = p', b"d — cc' = '^"; 

les équations (i) s'écrivent 

P =^ — jiMt», p' =^ — \i.nl, fi" = — jj.Zira. i 

Premiiîr cas. — Supposons qu'aucun des trois nombres Jî, ^', P" ne 
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Les trois dernières équations donnent 

■? t^ f 

En transportant ces valeurs dans les trois premières équations du 
système (2), on a les conditions 





-- py - 


' 






..1^!^ = 


:0, 






... 1 ?'lP + 'P) 


: 0. 






'y'J 






Deuxième cas. — 


Supposons qu'on ait 


P== 


0. 


En se reportant i 


iu système (2), on doit 
\i.mn = ; 


avoii 




len conclut soit 


m = 0, soit n = 0. 






Supposons m — 


: ; on aura alors 






ï = JAlîi^ 


«' = l^l'-, 


ï" = 


1^{P 




^' = 0, ff = - 


!j.lm 




On en déduit les conditions 







Troisième cas. —Supposons que les trois quantités p, ^', p" soient 
nulles ; il faudra que deux des quantités l, m, n soient nulles, par 
exemple m ^ 0, n ^ 0. 

On aura les conditions 



EXERCICES ET NOTES 



1. Étudier la nature des qiiadriques représentées par les équations 

11' — (.-5 H- 2uia — i:ur + r^ = 0, 

vw-i-uv — 3wr + Sr' — 0, 

U^ — 3tU* + 4l'Ml ~ MB + 3«)- — 0, 
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2. On donne une sphère, un point A et un plan P ; par le point A 
on mène un plan quelconque Q qui rencontre le plan P suivant une 
droite 4 ; trouver l'enveloppe du plan qui passe par la droite i et par 
le pôle du plan Q par rapport à la splière. 

Celte enveloppe est une quadrique ; discuter sa nature quand le 
point A se déplace dans l'espace. 

Soient 

œ'W-?/^ + ;^— Ri = 0, 

^ — /* z= 
les équations de ia sphère et du plan P, et ï, ^, -f les coordonnées 
du point A. 
Un des plans dont on cherche l'enveloppe, 

rencontre le plan P suivant une droite A, et le plan passimt par A et 
le point A a pour écjuatioo 



ua + t-fS + îc-j- + r Y — h 
11 suffira d'écrire cjue le pôle de ce plan par rapport à In sphère 
est situé dans le plan (1). 
On obtient ainsi l'équation tangentielle de l'enveloppe, 

- R^m^(T - A) - RS«î(y _ h) + RV«f.2 + KHo{u^ + v'p) + Mur 

H- h<^vr + [lif + Ra)mî- + r^; = 0. 

Pour discuter la nature de cette quadrique nous appliquerons la 
mélhode générale, en remarquant que l'on peut supposer le point A 
dans le plan des xz, à cause de la symétrie de la figure autour de 
l'axe 02. 

Faisons p — dans l'équation qui précède ; elle devient 

— R2«»(y — h) — K%^-f — k) -h nVi^r,^ + R,%„,u + h^ur 

+ (fty + R')w + Hï = 0. 
Supposons d'abord -; ^0; décomposons en carrés en faisant 
entrer dans un premier carré tous les termes qui contiennent r ; on 
obtient 

- R-h-%-1 -k]-i- r^;mo«+r^ï((«: - 

ou, en multipliant par 4f, 

[2vr + Mu + ih-( + R2|w]2 — 4yR2(y — ?!}(!- — m^ih-; — R^p 

— w2[A2aï + 4RYT — '0]-l-2aMio[2Rî{Y~A)— /!(?fv — R-)] = 0. 
Nous avons ainsi deux carrés en évidence ; il reste ensuite un 



y Google 



17fi COORDONNÉES TANGENTIELLES. — GÉOMÉTRIE DANS l'eSPACE 

trinôme du deuxième degré par rapport à wj et à j^ ; la nature des 
carrés que donne ce trinôme dépend de la quantité 

a2[SR=(Y ~h}- hihf - R2)]' - [h-! - h^r[h^'y? + 4R^y(t - h)]. 
Si elle est positive, on aura deux carrés de signes contraires; si elle 
est négative, on aura deux carrés nég^atifs, car le coefficient do ic^ 
est négatif. 

Or cette expression s'écrit 

4USy(y - AKdî^ - ft^) - f R^ - kjf] . 
Si l'on y considère a et ■/ comme coordonnées courantes, l'équa- 
aH Ra _ h^] — (H^ — h-iT- = 
représente l'ensemble des tangentes menées au cercle 

a^-i-f — R- — 
aux points de rencontre avec la droite -' — h =^ 0. 

II est alors aisé de discuter la nature de la quadrique suivant la 
position du point A dans le pian des cos. 

Dans le cas particulier où -( est nul, l'équation s'écrit 

RViii^ + RVw^ + RViw^ + R^auw 4- hmir -+- R^iar = 0. 

Nous diviserons alors R^7(m^ + Et^tMc + R-^iM^-f-Rs/iuï par 

HHc -h hau ; on obtient pour quotient hw h ^^ — au et pour 

de la quadrique devient 

La nature de la quadrique dépend du signe de 
RS-aï(Rs_ft2). 

Si cette quantité est positive, la surface est un paraboloïde ellip- 
tique ; si cette quantité est négative, la surface est un paraboloïde 
hyperbolique ; enfin si elle est nulle, l'enveloppe se réduit à une 
parabole. 

3. Trouver l'enveloppe du. plan qui coupe detKC sphères données 
suivant des cercles ègaua). 

L'enveloppe est un paral>oloïde de révolution qui a pour axe la 
ligne des cenires des deux sphères et pour plan tangent au sommet 
leur plan radical. 

4. Trouver l'enveloppe des plans passant par les eT,trémités de trois 
diamètres conjugués d'un ellipsoïde. 
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On se donne réquation d'un plan et on forme l'équation ponc- 
tuelle du cône qui a pour sommet le centre de l'ellipsoïde et qui 
s'appuie sur la section da plan et de la surface. 

11 suffit alors d'écrire que ce cône contient trois diamètres conju- 
gués de l'ellipsoïde, c'est-à-dire que l'on a 

A, A', A" désignant les coefficients de a^, y^, î' dans l'équation du 
cône. 

On trouvera comme enveloppe un ellipsoïde h omo thé tique et 
concentrique à l'ellipsoïde donné ; on démontrera que le point où le 
plan variable touctie son enveloppe est le centre de la section que 
ce plan détermine dans la surface. 

5. Trouver l'enveloppe des plans qtu cotipent un cône du second 
ordre suivant deux droites rectangulaires. 

Soit le cône 
a[x, y, .:) = ks:"- + k'rf + A";^ + aBî/s + 21i'=x -H t\i"xij = ; 
considérons un plan passant par l'origine, 

U!)!-^i,y + wz=z 0, 
et clierchons la condition pour que ce plan coupe le cône suivant 
deux droites perpendiculaires. 

Nous allons considérer un cône passant par ces deux génératrices 
et contenant la normale au plan passant par le sommet, et il suffira 
d'écrire que ce cône est capable d'un trièdre trirectangle inscrit. 
L'équation de ce cône sera de la forme 

o(œ,y, 3) + (aœ+!îï/ + y=)(»3'4- liy + toz) = 0, 
avec la condilàon 

-^[u, V, «,)-)-(«„ -H p« +-.«,)(«= -l-i---^+..=) ^ 0, 
et on devra avoir 

-A -H A' -H A" -H ^M -i- ^u -)- -|Tc = 0. 
En éliminant au-{-<^v -^-(w, on obtient 

o[u, V, w) - {^ + A' + A.■'){u^ + ^'^-^-w^) ^ 0. 
En joignant à cette équation la condition r = 0, on a les 
équations tangentlelles du cône enveloppé par ies plans qui coupent 
le cône donné suivant deux droites rectangulaires. 

6. On donne tm plan P et un point ; on joint le point à un 
point quelconque A du plan, puis par le point A on élève tm plan 
perpendiculaire à OA. Trouver l'enveloppe de ce plan. 
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7. On donne tin plan P ei un point 0; pat le point onmbneun 
plan quelconque Q gui cowpe le plan P swiuajît i(«e droite \ ; par 
la droite i ora jra^iie i*»ï plan perpendiculaire au plan. Q. Trouver 
l'enveloppe de ce plan. 

8. Par une courbe plane fermée on fnit passer un cylindre que Von 
termine à une section droite telle que le volume du cylindre compris 
entre cette section et la première courbe ait un volume donné. Ti-ou- 
ver l'enveloppe dti plan de la section droite. 

On sait que le volume d'un cylindre tronqué est égai au produit 
de l'une des bases par la distance à ceile-ci du centre ds gravité de 
l'autre. 

(Voir A:iToiiARi, Leçons de Cinématique et de Dijnamique, p. 209.) 

Prenons pour plan des œi/ le plan de la courbe plane donnée, 
pour origine le centre do gravité, les axes de coordonnées étant rec- 
tangulaires. 

Soit 

i,x + v!;-\-u>ù + r = (P) 

le plan delà section droite ; l'aire de cette section est égale à l'aire 
de la courbe donnée multipliée par le cosinus de l'angle du plan P 
avec le plan des œi/ ; on aura donc 

■ :- = /: 



h désignant lo rapport du volume donné à l'aire do la courbe plane. 
On reconnaît î'équation langentielle d'un paraboloide elliptique. 
Si on transporte l'origine au point (0, 0, — k), l'équafiou devient 

h(u^ + v>]-wr = 0, 
et en remontant à l'équation poncluolic, on voit que le paraboloïde 
est de révolution autour de 0;. 

9. Trouver l'enveloppe d'un plan qtii détache d'un cône de révoh(- 
tîon un cône oblique de volume constant. 

L'enveloppe est un hyperbololde de révolution à deux nappes qui 
admet le cône donné pour cône asymptote. 

10. 2'rouver l'enveloppe d'un plan qui coupe un elUpso'iile suivant 
une courbe telle que le cène s'appwjafit sur cette courbe et a-.jant pour 
sommet le centre de Vellipso'ide soit de révolution. 

L'enveloppe se compose de trois cylindras du deuuème degré dont 
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les génératrices sont respectivemfitit parallèles aux axes de l'oîlip- 

11. 0» donne une quad^rique S et un point fime par lequel on 
mène trois droites payallèles à trois diamètres conjugués d'un eilip- 

trouver l'enveloppe du ^ilan mené par les intersections de la surface S 
aveo ces droites. 

L'enveloppe est une quadrique dont il sera intéressant de discuter 
la nature. Examiner le cas où le point est sur la quadrique S. 

Supposer ensuite que l'ellipsoïde E soit une sphère, c'est-à-dire 
que les trois droites menées par le point forment un Irièdre tri- 
rectangle. 

12. Pour qu'une droite soit située sur une quadrique, il faut et il 
suffit que tout plan passant par la droite soit tangent à la quadrique. 

Soit une quadrique définie par son équation tangentielle 

et une droite 

P-^u-h^v + -jw ■+■ 3r = 0, 

pour que cette droite soit sur la surface, il faut et il suffit que toute 
solution de ces deux dernières équations vérifie l'équation de ia 
surface. 

On résoudra les équations de la droite, par rapport à m et i; par 
exemple, et en transportant dans l'équation de la surface les valeurs 
obtenues, on aura un trinôme en lo et r qui devra être identique- 
ment nul. 

Ainsi pour que la quadriquo contienne l'axe des ^, dont les équa- 
tions sont 

M = 0, r = 0, 

il faut que HO, u, lu, 0) soit identiquement nul ; et par consé- 
quent l'équation se réduit à 

au^- ■+- ^b'wu + Wiiv + 2oi[i- + ^e'vr + 2c"«;r + dr'' — 0. 

De même, comme nous l'avons déjà trouvé (nf 130), l'équation 
générale des quadriques contenant Os: et Oj/ est 

Wuv -ir'^cur -i- 2c'fr -^2d'ior + dr'^ — 0. 

On peut obtenir, comme en géométrie ponctuelle, les équations 
des génératrices des quadriques. 
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Supposons qu'on ait décomposé en carrés le premier membre de 
l'équation tangentielle de la quadrique et qu'on ait une équation 
de la forme 

A=-^-B^ — C^-Ds = 0, 
A, B, C, U désignant des fonctions linéaires et homogènes par rap- 

A^ — C2 = D^-B^ 
et on aura les deux systèmes do génératrices 

A + C = VD + B), ] A + C = (i(D — B), j 

A-C =^(D-B), ( A-C = 1(Dh-E). ( 

On démontrera aisément qu'étant données deux droites non 
situées dans le même plan, et définies par leurs équations tangen- 
ticlles 

P = 0, 1 P' = 0, 1 

Q = 0, ! Q' = 0, i 

l'équation tangentielle générale des quadriqpies passant par ces deux 
droites est 

l'(«P' + pg') + Q(ïP' + SQ') = 0, 
n, p, y, étant des paramètres variables. 

Si dans une question on a besoin d'introduire sïmétriquemenl 
deux droites non situées dans un même plan, on peut prendre 
comme axe des œ la perpendiculaire commune à ces deux droites, 
comme origine le milieu de cette perpendiculaire, et comme axes 
des y et des s les bissectrices des parallèles aux deux droites me- 
nées par l'origine. 

On déterminera ces deux droites par les équations tangentielles 
des points de renconlre avec Oa: et des points à l'infini ; on aura 

L'équation générale des quadriques contenant ces deux droites 
sera 

ou 

A(«W-0+B(«m«B-w)+C(.MW-omp)+D(«^mï-«;^) = 0. (1) 
S'il n'est pas nécessaire que les axes de coordonnées soient rec- 
tangulaires, on peut choisir une infinité de systèmes d'ases par rap- 
port auxquels les équations des droites auront les mêmes formes. 
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Il saffira de prendre pour axe des a-, une droite quelconque rencon- 
trant les deux droites données, pour origine le milieu de cette droite, 
enfin pour axes des y et des i deux droites conjuguées harmoniques 
par rapport aux parallèles aux deux droites menées par l'origine. 



13. Étant données deme droites non situées dans un même plan, on 
fait passer par ces droites un paraboloïde hyperbolique aitquel on 
mène un plan tangent parallèle à un plan /fcce. Trouver le Heu du 
point de contact. 

L'équation du paraboloïde peut être mise sous la forme (!) de la 
note précédente, le plan fixe donné étant parallèle au plan des œy. 
Pour que l'équation représente un paraboloïde, on doit avoir A = ; 
on peut ensuite diviser par D, et on a l'équation 

l{amuv — wr)-+ii.{mvr — atiw)-tr>^m^ — w^ = 0. 
Soit un plan tangent parallèle au plan des ccy, 
:-i-h=Ù; 

Ik-hi =0, (1) 

et les coordonnées du point de contact seront données par 

En éliminant )., |i et ft entre les équations (I) et (2), on aura 
l'équation du lieu, 

m;!cc-ay = 0, 

qui représente un paraboloïde hyperbolique . 



, Trouver V 
à une quaâritii 



des -ph 
les arêtes de 



dièdres c-- 
dièdres étant dans t< 



15. Démontrer qu'il eanste un cÔne du deuanème degré tangent (k 
Hic faces de deuts trtédres trirectangles qui ont même sommet. 



16. Propi'létés du cercle de l'in[[at. — Nous nous proposons de 
généraliser dans cette note les théorÈmes établis au n" 133, 

Théorésie 1. — L'angle de deax droites est égal au produit de —, 
par le logarithme népérien du rapport anharmonique formé par les 
traces des droites sur le plan de l'infini et par les points de rencontre 
du cercle de l'infini avec la droite joignant les deux traces. 

Soient a, p, ■; et a.', ^', y' les paramètres directeurs des deux 
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droites ; l'angle V do ces droites est donné par la relation 
cos V = aa'-hPp- + r!' 

Les traces des droites sur le plan de l'infini ont pour coordonnées 
a, p, y, et a', fl', ■/', 0; un point quelconque de la droite joi- 
gnant ces traces a pour coordonnées a -h ka', ^ ■+■ ),^', yH- ^ï'- ", 
et les valeurs de X relatives aux points de rencontre de cette droite 
et du cercle de l'infini sont racines de l'équation 

ou 

>,2(„'î + ^'^ + ■;-^) + a>.(c<«' + p^' + ri') -H c^ + p^ + f = 0. 

Or, un des rapports anharmoniques des quatre points considérés 
est égal au quotient des racines de cette équation. On aura donc, en 
désignant le rapport par p, 

-:«•■+??■+„■)+,/(..■+ |i?'+-r,T- (»'+?■+-,■! (.'"+()'■+-,") 



et le théorème est démontré. 

Dans le cas particulier où les quatre points forment une divis 
harmonique, on a 



à un multiple près de 2m, et par suite 

V = -^. 

Théorème il — L'angle de dexix plans est èijal auproduit de ^ 
pat le logarithme népérien du rapport anharmoniqïte formé par les 
deux ploni et pai les plans tangents menés au cercle de l'infini par 
l'tntei iecHon det. detux plans donnés. 
Soient les deu\ pians 

kx + By + Ci + Di := 0, 
A'a! + BV + C': + D'; = 0; 
leur angle V est donné par 

AA' + BB' + CC 






v/A^ + B^ + G^ ^A'^ + B'^-H(r 
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Pour (|Ti'un plan passant par rintereection 

(A + l^')x + [H + lh')ij 4- (G 4- ).C')3 + [D + ÀD')i - 
soit tangent au cercle de l'infini, il faut qu'on ait 

{A+U'f + (B4-ÀB'f + (C + XC7 — 0. 

On verra comme plus haut que le rapport anharmonique p de ces 
quatre plans est égal à e''^, ce qui démontre le théorème. 

Si les quatre plana forment un faisceau harmonique, les deux 
plans donnés sont perpendiculaires. 

Pour déterminer par un procédé semblable l'angle d'une droite et 
d'un plan, on prendra l'angle complémenlaire de l'angle de la droite 
et d'une normale au plan, en remarquant que cette normale ren- 
contre le pian de l'infini au piMe du pian donné par rapport au 
cercle de l'infini, 

17. Étant donné un hyperboloïde à une nappe, on considère les 
cordes D de cette surface gui sont vues de son centre sous un angle 
droit, et l'on demande : 

i" L'équation du cane, lieu géométrique des cordes D qui passent 
par un point donné S, ainsi que les positions du point S pour les- 
quelles ce cône est de révolution ; 

2° La courbe à laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées 
dans un plan donné P, ainsi que les positions du plan P pour les- 
quelles cette courbe est une parabole ou une circonférence de cercle . 
{CoBcoîirs général, 1885.) 

La question revient à étudier Je complexe formé parles droites D. 

Cherchons d'abord l'équation de ce complexe. 

Soit la droite 

a? - jg' _ y — ;/ _ : — :' _ ^. 

elle rericoiilre la surface donnée, 

Aa?^ -H Bi/^ + 0:^ - J = 0, 
en deux points, et lesvaleursde p relatives à ces points sont racines 
de l'équation 

A(œ' 4- «pl^ -H W -f- ??)= + C(=' + -i?f -1^0 

pHA«*-+-BpH-C-fl+2p(Aaa!'4-B?y'+l>f3')-l-Aœ'H-B!/'2-HC^'^— 1 = 0. 
Soient pi et pa les racines de cette équation ; pour que la corde 
soit vue du centre sous un angle droit, on doit avoir 

K + ,p,)K+«p,) + (!,' + ?ii,](i,'+ M + (--'+-(P.)(»' + TP'l = » 

(.' + f' + -flo.p, + Ip, + ?,)(m/ + ?!,' + •;--') + «" + !/'< + s" = 
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OU encore, en remplaçant pi.oj et pi + pa par leurs valeurs, 

+{a>■'-+y'^+3'^')(.^a^-hBp+Cfj=0. 
Cette équation peut s'écrire 
Xliy^' - cLz']i + (y.y' - pxT] -i- B[(«.y' — y)^ + [^--' - T!/')^] 

-h Ciif-i- - fv'? + {'!^- - as')]= - (ï^ + ?î + f] = 
OU encore, en adoptant les notations du n° 23, 

(B+C]i^ + (C + A)m2 + (A + BK-(a2 + ^= +■;') = 0- 
Telle est l'équation du complexe. 

Nous obtiendrons les équations du cône et de la conique du com- 
plexe en opérant comme on l'a indiqué dans la note il du cha- 
pitre U. 

1° L'équation du cône du complexe de sommet (œ', y', s') sera 
(B + C)(ï/.-' - zyT -+- (C + A)( W - ^^f H- (A + B)(^y' — y!»J 

- [{c, - ^7 + (y- y'r- + (2 - =?] = ; 
on trouvera aisément les conditions pour que ce cane soit de révo- 
lution. 

2" L'équation langentielle de la coniqae du complexe qui est 
située dans le plan P(u', v', w', r') est 
{B + C)(«r'-,Vp+(C + A)K-n.7 + {A + B)[w'-m7 

Pour que cette conique représente une parabole, il faut que îe 
coefficient de r^ soit nul, c'est-à-dire qu'on ait 

(B + G)m'^ + (C + A)v'-' + (A 4- B)îo'5 = ; 
ce qui montre que le plan P doit être tangent à la conique de l'in- 
fini du cône 

b+1;"'"ïïTÂ~'~ÂTb ~ **■ 

Cherchons maintenant les conditions pour que la conique du 
complexe soit un cercle. 

On voit tout d'abord que si r' = 0, l'équation s'écrit 
r^-[[E + GK^ -I- (C + Ay^ + (A -H BK^] 

- [(VIO' - ^01^y + {^ou' - uv,^ + (uv' - "«TJ ^ ; 
elle représente un cercle ayant pour centre l'origine. 

D'une manière générale, pour que l'équation (1) représente un 
cercle, il faut cpie l'expression 
(B -h C){ur' - ruy + (C -H A)(^r' - ,V)^ + {A + B)U^r- - rw'j' 

+ ).[(m^' - vwr + [wu- - u^'Y + [uv' - vuT] 
soit carré parfait {138). 
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On peut l'écrire 
»-^[(B + CK^ + (C + AK- + ( A + B)i«'=] 
- 2r[uuV{\i + C) + ««V'(C + A) + to.oV(A + B)] 
H- u^[(B + Or"' -i- M)!'^ +W=)] +i>2[(C + A)î-'^ + X(ic's + m'=|] 
-f- w^[(A + B)r'^ 4- Xu'^ + «'=)] - 2Xi!'ro'oiP - 9Xif.'M'rf.u — 2Wv-t>v, 
Considérons celte expression comme on trinôme en r, 

formons la condition 

et écrivons que le premier membre, qui ost l'onction de m, r,, lo, est 

identiquement nul. 

On a les relations, où l'on pose, pour simpliRer l'écriture, 

a = B-hC, p = C + A, Y = A+B, 

a{v'^ 4- îo'^)(a!t'ï + ^'^ + YW>'2) + ar'^i^v'^ ■+- ytu'3) = 0, 

X(tu'^ + u'^){au'^ H- p»'* + fw'^) + ^r'Hau'^ + yto'^) = 0, 

).(«'« + j;'2)[aM'2 + ^'2 + yto'2) + -|T'ï(ai»'5 + ^'^j = 0, 

Si l'on suppose u'v'io' ^ 0, les trois dernières équations don- 
nent r' = 0, ?, ~ ; on a le cas étudié plus haut. Soit mainte- 
nant 

u- = 0; 
les équations qui précèdent se réduisent à deux, 
Xv'" + m'2) -h- ar"' — 0, 
Xl^'a + -(w"^) + p-/^ — ; 
on en lire, en éliminant X, 

ou, en remplaçant a, ^, -f par leurs valeurs, 

(A= — C>'^-H(A^— B^>'^ = O. 



On en déduit 



a w' :^ 0, on voit que les plans qui contiennent 
3mptexe sont parallèles au plan 
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En supposant ensuîtu que «' et lu' sont nul^, on obtient les plans 
parallèles aux plans 

et 

«/C^ — A^ ± lyj/— {C^-iJ-^j ^ 0. 

En résumé, pour que la conique du complexe située dans nn 

plan P soit un cercle, i! faut que ce plan passe par l'origine ou bien 

soit parallèle à l'un des siï plans représentés par ics Équations 

précédentes. 

18. Etudier le compleaie des droites telles que, par cliacune d'elles, 
on ptiisse mener deuj) plans tangents rectangulaires à un ellipsoïde 
donné. 

Consulter sur ce sujet la note IV dans la géomélrîe analytique à 
trois dimensions de M. E. Pruvost. 

19. Étant donné un ellipsoide, de centre 0, et un cône du second 
ordre Q, de sommet S, on considère un trîèdre Ob^y, dont les arêtes 
forment un système de diamètres conjugués de l'eUipsoïde et on pi-end 
le point d'intersection de chaque arête de ce trièdre avec le plan dia- 
métrai qui luiest conjugué dans le cône Q. On obtient ainsi trois points 
A, B, C qui déterminent un plan P. 

1' Démontrer que le plan P passe par un point fixe F quand le 
trièdre Oaf^-^ varie. 

2° Lespoints S et F déterminent unedroite D; trouver le lieu des 
droites D qui passent par un point donné oi, lorsque le cÔne Q se dé- 
place en restant égal et parallèle à un cône ficce. 

3' Trouver, dans la même hypotltèse, l'enveloppe G des droites D 
qui sont situées dans un plan donné H. 

40 Trouver le lieu des foyers des courbes G lorsque le plan H se 
déplace en restant parallèle à ttne droite donnée. 

(Agrégation, 1892.) 

On lira avec intérêt une remarquable solution de H. E. Bohel, 
dans le lorue II de la Reçue de mathématiques spéciales, p. M. 
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POLES ET PLANS POLAIRES 



139. Plans conjutiués. — On (lit que deux plans sont conju- 
gués par rapport à une surface de deuxième classe lorsqu'ils 
divisent h arm uniquement ies plans tangents menés à la sur- 
face par leur intersection. 

Soit l'équation de la surface 

/■(»,»,»■•■) = «»■ + <•'»*+- = 0; (1) 

désignons par («o, v„, Wc, r^) et {u,, v,, io„ /-i) les coordonnées 
de deux plans. 

Un plan quelconque passant par l'intersection I de ces deux 
plans a pour coordonnées u^ + hi,, y^ -H ^wi, Wu + Wj, 
)■() ■+- Ir, ; les valeurs de X correspondant aux plans tangents 
menés par la droite I àla surface sont déterminées par l'équation 

f[iia-\-^-u,, uc-i- ?>«?!, wn-t'^w,, r(,-i-h\) = 
ou, en développant, 

Pour que ces deux plans tangents soient conjugués harmo- 
niques par rapport aux deux plans donnés, il faut que les va- 
leurs de l déterminées par l'équation qui précède soient 
égales et de signes contraires ; on doit donc avoir 
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on 

"oAi + "o/"!., -H '"o/i, ■+- rofr^ = . 

Ce raisonnement s'applique au cas où l'équation (1) repré- 
sente une conique ou deux points. 

Si l'équation représente une conique, deux, plans seront 
conjugués par rapport à cette conique si leurs traces sur le 
plan de la courbe sont conjuguées par rapport à cette conique. 

Si l'équation représente deux points, deux plans seront con- 
jugués par rapport à ces deux points si leurs points de ren- 
contre avec la droite joignant les deux points donnés sont 
conjugués harmoniques par rapport à ces deux points. 

140. Pôle d'un plan. — ïuéOhèMe. — Les plans conjugués 
d'un plan fixe passent par un point fixe qu'on appelle le pâle 
du plan. 

Soient «„, v^, w^, r„ les coordonnées du plan fisc P, et u, 
V, ïv, r celles d'un plan conjugué quelconque. On a la condi- 
tion 

qui exprime que le plan (m, v, w, r) passe par le point qui a 
pour coordonnées /û^, f'„^, fi^^, f',.^. 

Ce point est le pôle du plan P, et l'équation (2) est l'équa- 
tion de ee pôle. 

D'après ce qu'on a vu plus haut {104), ce point est le sommet 
du cône circonscrit à la surface le long de Ja courbe section 
par le plan P. 

141 . Pour que ce plan existe, il faut que les quatre dérivées 
«e soient pas nulles en même temps. 

Si l'équation (1) représente une véritable quadrique, un 
plan quelconque admet un pôle bien déterminé. 

Si l'équation (1) représente une conique, les quatre dérivées 
partielles fû„ /"'j, etc. ne sont nulles que pour les coordon- 
nées du plan de la conique ; il en résulte qu'un plan quelcon- 
que aura un pôle, à l'exception du plan de la conique, dont le 
pôle est indéterminé. 
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II est clair que !e pôle d'un plan sera le pôle par rapport k 
la conique de la trace du plan sur le plan de la conique. 

Enfin si l'équation représente deux points, tout plan ne con- 
tenant pas la droite joignant les deux points a un pôle bien 
déterminé, qui est le conjugué harmonique, par rapport aux 
deux points, du point de rencontre du plan et de la droite joi- 
gnant les deux points ; tout plan passant par la droite joignant 
les deux points a im pôle indéterminé. 

142. Proposons-nous maintenant de chercher si deux 
plans {«0, Vo, Wfl, vq) et («i, v„ w^, r^ peuvent avoir le même 
pôle par rapport à une surface. 

On doit avoir 

fi, /', /■:, /', 

ou 

A. + V1, = 0, 

/;.+>/;, = 0, 
A,+v:,, = 0, 
/■;,+'/;, = 0. 

Or les premiers membres de ces équations peuvent s'obtenir 
en remplaçant dans les fonctions fi, fl-, ^',, f, les variables 
u,v,w,r respectivement par «u-i- Xmi. i;^ -h Xni, îi'o-h'^i, 
ro-1-î.r,. 

On doit donc avoir pour une valeur déterminée de )., 

« 1 = 0. 

/■■-( ) = «. 

« ) = 0- 

Ces égalités sont impossibles si le discriminant (Jh la fonc- 
tion f[u, v\ to, r) est différent de zéro. 

On en conclut que si l'équation (1) représente une véritable 
quadrique, deux plans différents ont des pôles différents. 
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Si l'équation représente une conique, deux plans auront le 
môme pôle s'ils ont même trace sur le plan de la conique. 

Enfm si l'équation représente deus points, deux plans au- 
ront le même pôle s'ils rencontrent au mémo point la 
droite qui joint les deus points. 

143 . Plan polaire d'nu point. — On appelle plan polaire 
d'un point le plan qui a ce point pour pôle. 

Soit le point [x^, yo, ^o, te) ; si «o, "o, ii>a, ^a désignent les 
coordonnées du plan polaire de ce point, on aura 

1 * 

— /'"„ = ""c -I- ''""o -I- ^'Wo -H CCc = IXn. \ 

j 1\ = ')%. -I- a'v, -h '«fo + c'n = h„, I 
1 I 



— f',^ — ci(|i ■+■ c'vd -+■ c'wu -+- dr„ — }.la . 

Tout riivient à résoudre ce système par rapport à tf», va, i 
PiiEMiBii CAS. — Supposons qu'on ait 

(I h" b' r. 



h 



âO, 



h' h i 
c c' c" d 
c'est-à-dire que l'équation (1) représente une YÔrifable qua- 
driquH . 

On peut alors résoudre le système (3) d'après la règle de 
Cramer ; on a 

Aw„ = )<AiCo + B''yo-|-B'îo-HC(o), 
Lvb ~ >.(BV„ + A'i/o + Bïo + C'io), 
AîOi, = X(B'ri,+ Bi/o-f-A°S(i + CVo}, 
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qu'on peut écriro 

en désignant par 

■^{x, y, s, /) El.' Aaî'H- A'i/^-h A"î^ -h ^hyz -\-Wzx -\-^B''xy 

+ 2Ca?( + 2G'-/'.+ 2C"3i-HD(î = 
l'équation ponctuelle de la surface. 
L'équation du plan polaire sera donc 

résultat bien connu. 

Rappelons que deux points sont conjugués quand la droite 
qui les joint rencontre la surface en deux points conjugués 
harmoniques par rapport à ces deux points ; chacun d'eux est 
alors situé sur le plan polaire de l'autre, et la relation qui lie 
les cordonnées xo, i/u, z^, t^ et x„ y„ z,, (i de ces deux points 
est 

Deusiémbcas. — Supposons A — 0, et l'uu au moins de ses mi- 
neurs du premier ordre différent de zéro, par exemple 



OO- 



L'étiuatioii représente une conique. 

On peut résoudre les trois premières équal ions du système (3) par 
rapport à tca, m, î:-o, et, en transportant ces valeurs dans la qua- 
trième équation, on obtient 



evieut B. supposer (Hie l'origine n't::!t ym dans le plriu do In 
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Le coefficient de 'k peut s'écrire 

Oo + C'j/o + C"3o + D'o ou -i. ?;„ ; 

égalé à zéro, ii esiprime, la condition pour que le point (a^u, i/u, :„i, 
soit dans le plan de la conique. 

Le système (3) est alors é(iuivnient au système suivant i 

-1 f;,^ - >a:„ = , 

>.?;« = 0. ,' 

Nous aurons deux cas à distinguer. 

I" Le point (iCo, yo, -^o, fo) n'est pas dans le plan de la conique. 
Le coefficient de X élant différent de zéro, pour que la quatrième 
équation soit satisfaite, il faut qu'on ait 

; = 0; 
les trois premières équations se réduisent alors à 

fu, = 0, n-o = 0, fi; = ; 

elles déterminent le plan de la conique. 
Ainsi, tout point en dehors du plan de la conique a pour plan 
. polaire ce plan, 

â" Le point [ma, ya. H, h) est dans le plan de la conique. 
Le coefficient de X est nul, et le système (41 se réduit aux trois 
premières équations. 
On en conclut que les coordonnées du plan polaire vérifient les 

^D ~ m -=0 

Si l'on y considère iio, vn, loo, ro comme coordonnées courantes, 
ces équations représentent une droite, et tout pian passant par cette 
droite est plan polaire du point (œ<,, ya, so, U). 

Cette droite est dans le plan de la conique, elle est par rapport à 
cette conique la polaire du point donné. 

Troisième cas. — Supposons A ^ 0, et tous les mineurs du pre- 
mier ordre nuls. 

Dans ce cas, l'équalion (2) représente deux points distincts P et Q. 
Supposons, par exemple, que le mineur 

1" '"1 
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soit différent de zéra ; on peut alors résoudre 1 
équations du système [3] par rapport à Ug et %, 
dans les deux autres on a 



i deux premières 
et en remplaçant 







b" a' bwa + c'r^ 


-ij/o 






c c' c^wo + dr„ 


— Xic 


qu'o 


n peut écrire 
nuls, 


puisquo tous les n 


neur 



du premier ordre de i 



Si on se reporte au numiro 126, on voit qu'en égalant les coeffi- 
cients de l à zéro, on oLtient les conditions pour que le point 
(œo, !/o, ^e, U) soit sur la droite PQ. 

Le système (3) est équi\ aient au système suivant : 



- /■;,„ — ï^a = 0, 



:' k 
), to) n'est pas sur la droite PQ. 
quations donnent alors 

X= 0; 
X deux équations 

A„ = 0, n, = 0. 

qui admet pour solutions les coordonnées de tous les plar 
par la droite PQ, 

COOBPONNÉBa. — I 



" Le poini (a!o, 3/o, a 
,es deux dernières é 



le sïstème se réduit a 
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On en conclut que tout point en dehors de la droite PQ admet 
comme plans polaires tous les plans passant par cette droite. 

2° Le point (a^o. yo, îo, h) est sur la droite PQ. 

Les deux dernières équalions du système [3) sont vérifiées quel 
que soit X, le système se réduit aux deux premières équations ; on 
voit que les coordonnées du plan polaire satisfont à l'équation 

Xd ~ ya 

Si l'on ï considère î^,, «o, ioq, r^, comme coordonnées couramtos, 
cette équation représente un point situé sur la droite PQ, et tout 
plan passant par ce point est plan polaire du point (ic,j, y^, sq, îo). 
Ce point et le point donné divisent harmoniquement les points P 
et Q. 

QuATRiÈJLE CAS. Supposons que \ soit nul, ainsi que tous ses mi- 
neurs du premier et du second ordre. 

L'équation (I) représente un point double. 

Supposons a 7^ ; on peut tirer u^ de la première équation 
du système {3), et en remplaçant dans les trois autres, on obtient !e 
système équivalent 

-l-fl.-k. = 0, ' 



iule les coeflicients de ). dans ces trois dernières équation?, 



elles expriment que le point donné coïncide avec le point double, 
car f{u, V, 10, r) étant carré parfait, sa racine est proportionnelle à 
unedérivée partielle, fû, puisque a:^0. 

i' Supposons que le point (x^,, y,,, ^q, (q) ne coïncide pas avec le 
point double. 

Les coefficients de X dans les trois dernières équations du sys- 
tème 16) n'étant pas tous nuls, on doit avoir 1 = 0, et il reste 
Ao = «■ 

Cette condition (ixpriiiio que le plan polaire passe par le point 
double. 
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%" Le point {aj||, y^, ss^,, <„) coïncide avec le point double. 
Les trois dernières équations du système (6) sont véririées quel 
que soit \ ; il reste l'équation 

4-Ao — ''*" = ^' 

qui est vérifiée par les ceordonnies d'un pian quelconque, puisque X 
est arbitraire ; le plan polaire du point double est entièrement in- 
déterminé. 

144. On peut résumer tous ces résultats de la manière suivante : 

1° Si l'équation (t) représente une véritable quadrique, un plan 
quelconque a un pôle bien détermine, et un point quelconque a un 
plan polaire également bien déterminé, 

2° Si l'équation (!) représente une conique Ù située dans un 
plan P, tout plan autre que lepkn P admet un pôle biendetermine 
qui coïncide avec le pôle fai rapport à la conique 1/ de la trace 
du plan sui le pjin P Le [.hn P i pou pule un pjmtarbitnire de 
l'espace. 

Tout point en dehcrs du plan P a poui plan polaut le flin P 
tout point situe dans le plan P a \ our plans polaires tous les plans 
passant pai la poUue du point pir rapport à la coni jue C 

3° Si 1 équation (I) représente deux points distincts \ et B tout 
plan ne pasitnt pas par la droite AP a un pôle bien deteimine qui 
est le conjugue haimonique par rapport a A et B du point de 
rencontte du plan avec la diOite AB Toit plan passant p<ir la 
droite AB admet poui pôles tous les joint'! de 1 espace 

Un point quelconque non situe sur la droite AB a pour plans po- 
laires tous les plans passant par AB ; un point quelconque de la 
droite AB admet pour plans polaires tous les plans passant par le 
conjugué harmonique du point par rapport à A et B. 

4° Si l'équation (I) représente un point double, tout plan ne pas- 
sant pas par le point double a pour pôle ce point double, et tout 
plan passant par le point double a pour pôle un point quelconque 
de l'espace. 

Tout point autre que le point double a pour plan polaire un plan 
quelconque passant par le point double, et le point double a pour 
plan polaire un plan quelconque de l'espace. 

145. Droites couluguées. — Soit une droite quelconque D. 
Si un jAan tourne autour de cette droite, le pôle de ce plan 
décrit une autre droite D'. 

Soient, en effet, Pi(wj, v,, w„ r,) et P3(mî, vi, zu^, /■=) deux 
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plans passant par la droite D ; ua plan quelconque passant par 
cette droite a pour coordonnées 

Ui + ).Ma, «t-i-î-fa, Wi-^-liVi, i;~h\rs] 

les coordonnées du pôle de ce plan sont alors 

/■i,+v;,. A,+¥!,. A-.+'ft,. n.+v'.,- 

Par conséquent quand X varie, ce point décrit la droite D 
qui joint les pôles Ai et Aj des plans P, et Pj. 

Réciproquement, tout plan passant par D' a son pôle sur D. 

Soit un plan P'(u', v', w', i-'} passant par )a droite IV; ce 
plan contient alors les points Ai et Aj, et on a 

i''A, + "'A. -^- »'/■;.. + '-'A = 0, 
«'A^-h^'A + wri^ + 'Y-'', = 0, 

qu'on peut écrire 

MiA' H- l'i/'i' -h w,f'.,- -hnfi- = 0, 
u^fu- + fï/i' M- io,f',„. -+- r4'r. = 0, 
ce qui montre que les pians Pj et P^ passent par le pôle du 
plan P', autrement dit que ce pôle est situé sur la droite D. 
On appelle droites conjuguées deux droites qui jouissent des 
propriétés des droites D et D', c'est-à-dire qui sont telles que 
le plan polaire d'un point quelconque de l'une passe par 
l'autre . 

146. Si par une droite on mène des plans tangents à une 
quadrique, la droite qui joint les points de contact est la droite 
conjuguée delà droite donnée. 

Cela résulte de ce que le pôle d'un plan tangent est le point 
de contact. 

De même, si on mène les plans tangents aux points de ren- 
contre d'une droite et d'une quadrique, l'intersection de ces 
plans est la droite conjuguée de la droite donnée. 

147. Si par une droite D on mène un plan qui coupe une 
quadrique suivant une conique, le pôle A de la droite D par 
rapport à cette conique est sur la droîLe conjuguée. 
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En effet, le plan polaire du point A contient la droite D, donc 
le point A appartient h la droite conjuguée de la droite D, 

On en conclut que si le plan sécant tourne autour de la 
droite D, le point A décrit la droite conjuguée de cette droite. 

I4S. Supposons qu'une droite D soit tangente à une qua- 
drique en un point A, tous les plans passant par la droite D 
auront leurs pôles dans le plan tangent à la quadrique au 
point A; il en résulte que la droite D', conjuguée de la 
droite D, est située dans le plan tangent en A et passe par le 
point A. 

De plus, les deux droites D et D' doivent former un faisceau 
harmonique avec les génératrices de la surface passant au 
point A, car il est visible que toute droite qui rencontre deux 
droites conjuguées doit couper la surface en deux points con- 
jugués harmoniques des points de rencontre avec les droites 
conjuguées. 

Si la droite D est une des génératrices de la surface passant 
par le point A, la droite conjuguée D' se confond avec la 
droite D. 

149. Dans ce qui précède, nous avons suppose que l'équa- 
tion (1) représentait une véritable quadrique. 

Supposons maintenant qu'elle représente une conique. 
Une droite D rencontrant le plan de cette conique en un 

point A aura pour conjuguée la polaire du point A par rapport 

h la conique. 
Toute droite située dans le plan de la conique aura pour 

droite conjuguée une droite quelconque passant par le pôle 

de la droite donnée par rapport à la conique, 

150. Tétraèdres conjuflués. — On dit qu'un tétraèdre est con- 
jugué par rapport à une quadrique [que nous ne supposerons 
pas réduite à une conique) lorsque chaque face a pour pôle 
le sommet c 
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Il existe une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à 
une quadrique. 

En effet, soit Pi le plan polaire d'un point arbitraire A,. Pre- 
nons dans le plan P, un point quelconque Aj ; le plan polaire 
Pj de As contient A,. 

Les deux plans P, et Ps se coupent suivant une droite ; si 
l'on choisit sur cette droite deux points Aa et Aj conjugués par 
rapport à la quadrique, les quatre points A,, Aa, A3 et Ai seront 
les sommets d'un tétraèdre conjugué. 

Les éléments d'un tétraèdre conjugué dépendent de six 
paramètres indépendants, car le point Ai est arbitraire (trois 
paramètres), le point Aj est arbitraire dans le plan Pi (deux 
paramètres), enfin le point A3 est arbilraire sur la droite inter- 
section de Pi et de Pa (un paramètre). 

Remarquons que si un tétraèdre est conjugué par rapport à 
une quadrique, deux sommets quelconques, deux faces quel- 
conques et deux arêtes opposées quelconques sont conjugués 
par rapport à la quadrique. 

151. Quadriques conjuguées jiar rapport à un tétcaédi'e. — 

On dit qu'une quadrique est coujuguée par rapport à un té- 
traèdre, lorsque le tétraèdre est conjugué par rapport à la 
quadrique. 

Nous allons chercher l'équation générale des quadriques 
conjuguées par rapport à un tétraèdre. 

Supposons d'abord que l'on prenne pour axes de coordon- 
nées trois arêtes aboutissant à un même sommet, OA, OB, OC ; 
OA étant l'axe des x, OB l'axe des y et OC Taxe des s. 

Posons en outre 

ÔÂ = =, 0B = ^, OC = y. 

L'équation générale des quadriques est 

f(u, V, w, r) — au^ ~\- a'v^ 4- d'w^ M- 'i.bvw -\- ■■■ dr'^ — d. 

Écrivons que le pôle du plan j/Oe est le point A. L'équation 
du pôle de ce plan est 

-i-/'; = a.. + S". + S',+o- = 0; 
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on doit avoir 

b" = 1), ,;.' = 0, — ^ a. 

En écrivant que !e plan zOx a pour pôle lo point B, on a 

h» r^ 0, i == 0, A - P- 

En écrivitnL que le plan xOij a pour pôle le. point C, on a 

6 = 0, i' ^ 0, -^ = f. 

On trouve donc déjà les conditions, au nombre de six, 
a = cï, o! = c'?, a' = c"-;, 

h = b' = b" — 0. 
Si ces conditions sont remplies, sera le pôle du plan ABC. 
L'équation de la quadrique devient alors 
cai(î + (/pu^ -H c'fio^ ■+- 2ciH- + ^c'vr -f- 2c"ît'c -i-dr^ = 
ou encore 
^ („> + ,.). + |- („p + r)^ + ~ [wy + .f 

\ ' fi T / 

Cette équation peut s'écrire 

A(mx + rf + B(i!? + }f + C(M>Y + r)^ + Dî-' = 0, 
A, B, C, D désignant des nombres arbitraires. 

Supposons maintenant que le tétraèdre soit rapporté à de& 
axes quelconques, et désignons par (Xi,y,,Zi), {x^,yi,Zi), 
(xs, 1/3, z-i), {x_^, */,!, Zi) les coordonnées des sommets A,, A3, 
A3, Ai. 

Si nous prenons pour axes de coordonnées les directions- 
A4A1, A4A2, AiAj, l'équation générale des qnadriques conju- 
guées par rapport au tétraèdre sera 

A(„'a-|-J-')s+B(j;'pH-r'P-l-C(w'r-l-t'')'+Dr'^ = 0. 
a, p, Y désignant les longueurs des arêtes qui aboutissent aui 
sommet A.i. 
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Revenons aux premiers axes, en utilisant les formules c 
transformation (1) du numéro 50 et en remarquant que U 

coordonnées du point directeur de A4A1 sont , — — ~ 

~ ; pour la direction A^A^ ces quantités sont -^-— — 

- ' ■ I ■^^— - — ■''■; etc. ; on aura donc 



^, ^ u{x^ ~ X,) v{yi — y^) w{z^ — Zj) 

? P P ' 

^, ^ n(x,-x,) ^ viy, - y,) ^ ^jK^u^^^ 

ï ï T 

r' = uxi + !)j/j. -h wZi -\- r. 
On tire aisément de ces équations 

«'a -{-r' = uXi ■+- vyi ■+- luz, + r, 

v'^-^r' = uxi-^vys-hwzi-hr, 

w'-( + »■' = ux, ^- uya + wz^ + f, 

r' — UXi -h "yt + ïfsj. + r. 

L'équation de laquadrique devient donc 

A[uw, + vyi-{-ivzi~]-r}^-hB{uXi H- ut/s M- wz^^ ry 

-{-C{ux3-['vy3-^wZi-+'r)^-hù{uxi'i-vyt.+ W!:t.-f-rY- — 0; 
en conséquence, si l'on désigne par P,, P^, Pg, P^ les premiers 
membres des équations des sommets du tétraèdre, on voit 
que l'équation tangentielle générale des quadriques conjuguées 
par rapport à ce tétraèdre est 

APJ + BPi + CPj + DP=, - 0. 

152. Théorèmb de Hesse. — Si deux tétraèdres sont conjuguéspar 
rapport à une qttadrique, toute qtiadriqtie passant par sept des som~ 
mets de ces tétraèdres passe par le huitième. 

Soient an, yi, Zi (i = I, 2, 3, 4, 3, 6, 1, 8) les coordonnées des 
huit sommets des tétraèdres. 
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L'équation tangentielle d'une quadrique conjuguée par rapport au 
tétraèdre qui a pour sommets les quatre premiers points est 



2 m... 

ation tai 
lèdre forr 

^ Xi(.!^ + vyi + xvsi + r)2 = . 

ces deux équations représentent la ir 
identité de la forme 

^ iiiiuxi 4- vy, + w:^i + 1-)^ = 0. 



de même l'équation tangentielle ^d'une quadrique conjuguée pai 
rapport au tétraèdre formé par les quatre autres points est 



Écrivons que ces deux équations représentent la même quadrique ; 
on obtient une identité de la forme 



On on déduit 

S[t,xf=0, Z^,yl=0, Sn;!,= = 0, Sii,-!/;:; = 0, 

Considérons le premier membre de l'équation ponctuelle d'une 
quadrique quelconque 
(f(a;, y, z) = Aie* + Ay + AV -]- 2 Bi/î + 2 B':Jic -H 3 B'œy 

+ 2C.r + aC'y + 3C"s -H D = ; 
on aura, quelles que soient les valeurs des coefficients, 

2 WK !/'. a) = »• 

Cette égalité prouve que si la quadrique 
?(«, !/, --) = 
passe par sept des huit points considérés, elle passera par le bui- 

En transformant par le principe de dualité, on obtient le théo- 
rème suivant : 

Si deux; tétraèdres sont conjugués par rapport à une gxiadrique, 
toute quadrique tangente à sept des faces de ces tétraèdres est tan- 
gente à la huitième. 
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EXERCICES ET NOTES 



1. Tétraèdres polaires récipi'oques. — On dit que deux tétraè- 
dres sont polaires réciproques par rapport k une quadrique lorsque 
les sommets de l'un sont les pôles des faces de l'autre. 

Théorème. — Les droites qui joignent les sommets correspondants 
de deux tétraèdres polaires réciproques sont des génératrices d'un 
rnêtne hyperboloïde. 

Soient 

i^ = bx + 'b'y + 6°; -H b'"t = 0, 
Y = cœ + cV + c'3 + c"'t = 0, 
= dx-\- d'y ■+- d'z + d"'t = 
les Équations des faces d'un tétraèdre A8CD; nous allons démontrer 
que si l'on joint chaque sommet au pôle de la face opposée par rap- 
port à une quadrique 

f(u, V, w, r] = 0, 
les quatre droites obtenues sont génératrices d'un hyperbololde. 
Une droite passant par le sommet A a pour équations 

i — X — -i- 

?. ^ p. ^ V ' 
écrivons que cette droite passe par le pôle (/■,;, /■,',., f!,,,, fî„„] de ia 
face BGD ; on aura les conditions 



en pos: 


int 


[ab] {ac) 


{ad)' 


{ab)=. 


^-■è- 




flh 



' âb' ■ àb" db'"' 
{ac] désignant une expression analogue, . . etc. 

On en conclut que les droites joignant les sommets aux pôles des 
faces opposées sont déterminées par les équations 

(oS) (oc) {adf 
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[ca] - [cb] - [cd] 

^da)- {db}-(dcy 

On en conclut (chapitre I, Exercice 4) que ces quatre droites sont 
sur un hyperboloïde. 

Corrélativement, les droites intersections des faces correspondantes 
deux à deux de deux tétraèdres polaires réciproques sont quatre 
génératrices d'unhyperljoloide. 

2. Étant donnés les plans polaires de deiis; points par rapport à 
une quadrique, si l'on mène par chacun de ces points un plan paral- 
lèle au plan polaire de l'autre, le plan mené par l'intersection de ces 
deux plans et par l'intersection des deux premiers passe par le centre 
de la guadrique. 

3. Étant donnés les plans polaires de deus: points fixes par rapport 
à une qtiadrique, démontrer gtte le rapport des distances de ces points 
à un plan quelconque est dam un rapport constant avec le rapport 
des distances du pôle de ce plan aux deux plans po' aires. 

4. On considère les quadriques conjuguées par rapport à ttn té- 
traèdre et qui sont tangentes à ttn plan fixe. Démontrer que les plans 
polaires d'un point fixre enveloppent une surface de troisième classe 
passant par les arêtes du tétraèdre. 

Désignons par 

c< = au-^a'o + a"w^a"'r = 0, 

^ ^ ht + b'v + 6"w -h &'V ^ 0, 

Y = CM + c'« -i- c"«) -h c'V = 0, 

^ =^ du -h d'v -h d"v} -h d"'r = 

les équations des sommets du tétraèdre. L'équation générale des 

quadriques conjuguées par rapport à ce tétraèdre est 

Ak5 4- B|i2 + Qf -)- DS^ = 0, 
avec la condition 

Aag + Bpg + CyS + DS^ = 0, (1) 

qui exprime que le plan [un, i>o, wo, ru) touche ces quadriques. 
Or le pôle d'un plan (u', v' , w\ r') a pour équation 
Aaa'+Bpp' + Cr/'-J-DSS' — 0; 
pour écrire que ce pôle est fixe, il suffit d'observé]' que l'équation 
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DANS l'espac]-: 


un point peut toujours se mettre sous la forme 


(20) 




ia + mp -4- îi-f + pS = ; 
n aura donc 

Ace' B|i' Cy' D5' 




m 


Kii éliminant A, B, G, D entre (1) et (3), 


on aur. 


a l'équation 



tangentielle de l'enveloppe du plan {u\ v', w', r'), 

a' fi' f 3' 
Cette équation étant vérifiée par les coordonnées do tous les 
plans passant par une arête quelconque du tétraèdre, on en conclut 
que cette arête est sur la surlace . 

5. On, considère toutes les quadriques conjuguées par rapport à un 
tétraèdre et qui sont telles que te plc:n polaire d'un point donné A 
passe par un poitU également donné It. Bémantrer que le plan polaire 
d'un point fiœe passe par un autre point fixe. 

Démonstration analogue à la précédente. 

G, Étant donné un tétraèdre, on considère tous les parabolo'rdes 
conjugués par rapport à ce tétraèdre; on demande Venveloppe du 
plan polaire d'un point fixe, le lieu- des pèles d'un plan fixe, et le lieu 
des points de eontaat des plans tangents parallèles à un plan fixe. 

Si l'on prend pour axes de coordonnées trois arêtes du tétraèdre, 
l'équation du parabololde pourra s'écrire 

Au{uc. + 2r) + Qv(v^ + 2r) + Cw(io-; + 2r) = 0. 

7. Lorsque deux tétraèdres conjugués par rapport à une qrtadrique 
ont un sommet commun, les droites joignant le sommet commun aux 
six autres sommets appartiennent à un même oône du dexKaiérne degré. 

Prenons le sommet commun 4 l'origine, et désignons par «i, yi, z 
(i = 1 , 2, 3, 4, 5, 6) les coordonnées des six autres sommets des deux 
tétraèdres; posons en outre 

L'équation de la surface peut s'écrire indiiréremment sous les 
deux formes 
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! identité de la forme 



h^^'T^!-" 



fier 



s que les coefficients de f 






Sft-a^l = 0, St-if/l = 0, Sftsf = 0, 

2y.,î/;3i rz 0, SjiiïWi — 0, Sv-iXiyi = " ; 

ces Égalités démontrent la propriété énoncée. 

Corrélativemenl, si deux tétraèdres conjugués par rapport à une 
quadrique ont deux faces situées dans an même plan, les plans des 
six autres faces sont tangents à un cône de deuxième degré. 



8. Connaissant les coordomiées plûchériennes d'une droite, 
celles de la droite conjuguée par rapport à une quadrigue. 
Soit une droite D définie par l'intersection de deux plans 



= 0, 

UiX + viy-h i02« + î-jf = ; 
ses coordonnées plùckériennes sont (22) 

a ^: DiiUï — ■ WiUj, l = u,ri — riu^, , etc. 

La droite conjuguée de cette droite par rapport à une quadrique 
fiu, i-, w, r) ^ 
joint les deux points (fj,, fi^, f,;.,. f,-,) et [fà^, fi^, f^g, /ï^) ; 
ses coordonnées plùckériennes a', p, ■{, V, m', n' sont propor- 
tionnelles aux quantités 

fi/!,-p,fi„ •... fi/,:,-rifi„..., eic. 

On en déduit aisément les formules suivantes : 

a- = a{bV — b'&) -f- p(È'c — acT) + -;(ac' — Vc] + l[ad - c^) 

+ mib'd — ce'] + nWd — c"c), 

p' ^ aia'c" ^ bc') + p(6c - 6V) -H y(6"c' ~ o'c) + lib-'d - ce') 

+ m{a'd — c") + n{bd — cV), 

y' = y.{bc" — aV) + ^{a'-c — b'c~) + y{6'c' - bc) + l[b'd — c'c) 

+ m(bd — c'c") + n(<fd — c"S), 

V = a{a'a" — fi^) + &[bb' — a"b"j + yib'b — a'b') + l{bV ~ b'c') 

^m(a'<^-bc') + n{bc"-a''o-], 

m' = a(6&' - «"6") -1- lfi{a"a - b") + -([b'V — ab] + l(b'c - ac") 

+ m{bc ^ bV) + n{a"o — b'c"). 

n' = a{b"b — a'b-) + '^[b'b" — ab) -h -{{aa' — b"') -h l{ac' — b'c) 
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On voit ainsi que les courdonnées de la droite D' sont des fonc- 
tions linéaires et homogènes des coordonnées de la droite D, les 
coeiïicienEs étant les mineurs du second ordre du discriminant i 
de la fonction f(v, v, w, r). 

On peut déduire de là la condition pour que la droite D touche la 
quadrique, c'est-à-dire l'équation de celte quadrique en coordonnées 
de droites. 11 suffira d'écrire que les deux droites D et D' se ren- 
contrent, c'est-à-dire qu'on a 

t'I ■+■ ^'m ■+■ -(n -H -il' + pm' + yra' = 0, 
ce qui donne une relation du deuxième degré entre les coordonnées 
de la droite D. 

Mais n'oublions pas que, réciproquement, toute relaiion du 
deuxième degré entre les coordonnées d'une droite n'est pas en gé- 
néral l'équation d'une quadrique ; cette relation représente un com- 
plexe du second ordre. 

9 . Étant donnés deux ellipsoïdes homothètiques et concentriques, 
lesplans polaires des points de l'un d'evxpar rapport à l'autre en- 
veloppent îm ellipgo'ide homoihétique et concentrique aux deiw ellip- 
soïdes donnés. 
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CHAPITRE VII 



CENTRE, PLANS DIAMÉTRAUX ET DIAMÈTRES 
PLANS PRINCIPAUX ET AXES 



153. On appelle centre d'une quadrique mi point tel que 
toute droite passant par ce point rencontre Sa surface en deux, 
points symétriques par rapport à ce point. 

Il résulte de cette définition que le centre est le pôle du plan 
de l'infini, et que, réciproquement, si le pôle du plan de l'in- 
(ini est à distance finie, ce point est un centre. 

Soit 
f{ii, î), iu, )■) = au^ -h a'v^ + a'w^ -\-2bvw + 2/)'wu -{-2f/iiv 

+ 2cîii' + 2c'uJ'-t-2rtyr + i/f- = (1) 
l'équation, tangentielle de la surface. 

L'équation du pôle d'un plan quelconque (uo, %, Wa, r^) est 

ou encore 

Si le plan est à l'iniïni, woi "o, Wo sont nuls, et l'équation 
devient 

~ /■;. = eu -+- c'v -h c"w -i- dr = 0. 

Prbhieu cas. — d^i). 

Le pôle est à distance finie. La surface a an centre ([ui a 
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pour coordonnées cartésiennes ~r' —r' -r ' ou encore pour 

d a a 
coordonnées homogènes c, c\ <f, d. 

Si l'équation (1) représente une conique, le pôle du plan de 
l'intini coïncide avec le pôle par rapport à cette conique de la 
droite de l'infini de son plan (IM) ; ce point est donc bien 
aussi le centre de la conique. 

Enfin si Téquation représente deux points, le pôle du plan 
de l'intini est le milieu de ces deux points. 

Deuxième cas. — d = 0. 

Le pôle du plan de l'infini est à l'infini, ce qu'on pouvait 
prévoir, puisque la surface est tangente à ce plan ; il n'y a 
donc pas de centre. 

Le point où la surface (ou la courbe) toucbe le plan de l'in- 
fini a pour coordonnées c, c', c" et ; la direction dans la- 
quelle se trouve ce point est, comme nous le verrons plus 
loin, la direction de l'axe du paraboloïde (ou de la parabole) 
représenté par l'équation (1). 

154. L'équation tangentielle générale des quadriques qui ont 
pour centre le point {x, y, z) est 

au^ -h c^v" -+- a'io^ -h 2bvto ■+- Wiou -4- Se"»!) + 2a5îir ■+- 2yvr 

155. Application. — Le lieu des centres des quadriques tangentes 
à s^t plans est un plan. 

Soient Wi, Vi, wi, ri{i = 1, 2, 3, 4, S, 6, 7) les coordonnées des 
sept plans. 

L'équation d'une quadrique ayant pour contre le point (a;, ij, a) 
est écrite plus haut ; cette quadrique étant tangente aux sept plans, 
on aura sept équations de la forme 

at^ + a'v^-\ 2:cuiri'i-2yviri + 2z-Wiri-\-rJ — 0. 

En éliminant a, a', a", b, b', V entre ces sept équations, on aura 
l'équation da lieu. 

Le premier membre de cette équation est un déterminant dont les 
éléments d'une ligne quelconque sont 
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Les variables figurent seulement dans la dernière colonne et au 
premier degré; le lieu est donc un plan. 

On peut encore obtenir ce résultat de la manière suivante. On 
cherche l'équation générale des quadriques tangentes à sept plans ; 
on écrit que l'équation 

au^ + aV-\ \-2c''wr + dr^ = 

est vérifiée par les coordonnées des plana donnés. 

On a sept équations entre dix coefficients, on peut résoudre par 
rapport à sept inconnues en fonction des trois autres que nous 
désignerons par ),i, Xa, I3. Ces sept inconnues sont des fonctions 
linéaires et homogènes de Xi, X^, J.j, de la forme 
ak, +6X2 + cXj. 
IL en résulte que l'équation générale des surfaces tangentes aux 
sept plans est 

Vi(". ', », 'J + l-ZK», ", ", r) + l,li(,., V, «, r) = 0, 
en posant 

/■|(î[, V, to, r) = a,ii^ -+- aiv'' -i 2c",wr + d,i^, 

fi[u, V, 10, r)~a,■u^.-^ h d^r^ 

f.(w, «, lu, rj^ajM^H i-d,rK 

Le centre do la quadrique a pour coordonnées 
C|),i H- CsXî H- C3X3 



i,X, 


+ «„ 


+ «,■ 


l'.li 


+ * 


,+ cil. 


A), 


'.-i-d^.i 


,+<(.»=' 




+c;h 


+* 



Quand h, l-i et I3 varient, il est visible que ce point décrit le 

pko qui est déterminé par les trois points {-r-- ~- > -y-)) 

(JL, iL, A\ et (-^, -^, -^V 
\di di dî J \ds ds nhj 

156. Le lieu des centres des quadriques tangentes à huit plans est 
une droite. 
L'équation générale des quadriques tangentes à huit plans est 

Le centre a pour coordonnées 

__ X|Ci + XjCs _ Xicj +?.je|i ^ _ XjC'i+J.a^ _ 

'^ ~ Xidi + lid% ' ^ ~ \,d, -\- lids ' " ~ lidi + Xadî ' 

on voit ainsi que ce point décrit une droite. 
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D'ailleurs ce résultai, est une conséquence directe du théorème qui 
précède. 

157. Ces théorèmes sont des cas particuliers du théorème plus 
général suivant : 

Ze lieu du pâle d'un plan f,3is par rapport atu: quadriques tan- 
(jentus à sept plans (ok taJigenttu à huit plans) est un plan [ou wiie 
droite). 



158. Plans diaméiraux. — Le lieu des milieux des cordes 
d'une quadrique parallèles à une direction de droite esl un 
plan qu'on appelle le plan diamétral conjugué de la direction 
donnée. 

Ce lieu est en effet le plan polaire du point à l'infini dans la 
direction donnée. 

Soient a, p, y les paramètres directeurs de la direction don- 
née ; le point à l'inflni dans cette direction a pour coordonnées 
homogènes a, p, 7, 0; les coordonnées w, v, w, r de son plan 
polaire seront déterminées par les équations 

" s ., ' 
/; = 0. 

On a trois équations du premier degré que l'on peut résou- 
dre comme au numéro 143 ; on a en général un seul plan dia- 
métral correspondant à une direction, 

159. Les plans diamétraux étant des plans polaires de points 
situés dans le plan de l'infini doivent passer par le pôle de ce 
plan ; c'est ce que montre d'ailleurs l'équation fr ^^ 0. 

Il en résulte que dans les surfaces h. centre les plans dia- 
métraux passent par le centre, tandis que dans les parabo- 
loïdes, ils sont parallèles à la direction de l'axe. 



160. Le plan polaire d'un point à l'inflni n'est un véritable 
plan diamétral que si ce point n'est pas situé sur la surface. 
Dans le cas contraire, si ce point est sur la surface, le plan 
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polaire correspondant est le plan tangent à la surface en ce 
point. Si la surface est une surface à centre, ce plan est tan- 
gent au cône asymptote ; si la surface est un paraboloïde, ce 
plan passe par Tune des droites, intersection de la surface et 
du plan de l'infini, à moins que la direction donnée ne soit 
précisément la direction de l'axe (ce qui revient à dire que le 
point à l'infini est le point de rencontre des deux droites dont 
nous venons de parler) ; dans ce cas le plan polaire coïncide 
avec le plan de l'infini. 

16i. Examinons le cas oii l'équation (I) reprfiscnte une co- 
nique ; il suflîra de se reporter à la théorie des pâles et plans 
polaires (144), 

Si la direction donnée n'est pas parallèle au plan de la co- 
nique, le point à l'infini correspondant n'est pas dans le plan 
de cette conique, le plan polaire de ce point est le plan de la 
conique. 

Si la direction donnée est parallèle au plan de la conique, 
le point à l'infini correspondant est dans le plan de laconique, 
le plan polaire est un plan quelconque passant par la polaire 
de ce point par rapport à la conique ; on peut donc dire que 
dans ce cas le plan diamétral conjugué de la direction donnée 
est un plan quelconque passant par le diamètre conjugué de 
la direction dans la conique. 

Si le point à l'infini est sur la conique, son plan polaire pas- 
sera par une asymptote si la conique est une hyperbole, ou 
sera parallèle au plan de cette conique si c'est une parabole. 

162. Plans diamétraux conjugués. — On dit que deux plans 
diamétraux sont conjugués lorsque chacun d'eux divise en 
deux parties égales les cordes parallèles à l'autre. 

Chacun de ces plans passe par le pôle de l'autre ; on peut 
les considérer comme deux plans conjugués par rapport à la 
quadrique. 

Soient les deux directions (a, p, 7) et (a', ^', 7') ; nous allons 
chercher la condition pour que les plans diamétraux conju- 
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gués de ces directions soient conjugués par rapport h. la qua- 
drique. 

J'écrispour cola queleplan diamétral conjugué de ladirectioii 
(a, p, y) est parallèle à la direction {a', p', -/) ; il suliit d'éliminer 
M, V, ïu, r entre les équations 

/;-)- = 0, 

fL — h; ^0, 

A = 0, 

îia'-MifJ'-l- wf = 0. 
On obtient la condition 



13' -(' 

On peut remarquer que cela revient à écrire que les deux 
points à l'inflni (a, p, y, 0) et (m', (î', ■/, 0) sont conjugues par 
rapport h la quadrique. 

163. Diamètres. — Le lieu des centres des sections d'une 
quadrique par des plans parallèles h un plan donné est une 
droite qu'on appelle le diamètre conjugué de la direction de 
plan. 

En effet, les centres des sections sont les pôles par rapport 
à ces sections de la droite de l'infini par où passent les plans 
parallèles; il en résulte (147) que le lieu de ces centres est la 
droite conjuguée de cette droite de l'infini. 

Le diamètre conjugué d'une direction de plan est donc la 
droite conjuguée de la droite de î'inlini par laquelle passe la 
direction de plan donnée. 

Nous pouvons à l'aide de cette remarque déterminer analy- 
tiquement le diamètre. 
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Soit la direction de plan 

UgX -]- v^y -+- w^z = 0. 

Nous allons chercher la droite conjuguée de la droite de l'in- 
fini située dans ce plan. 

Un plan quelconque passant par cette droite a pour coor- 
données Ua, Vo, Wq, X ; l'équation de son pôle est alors 

ce pôle est situé, quel que soit À, sur la droite représentée 
par les deux équations 

Vof'u -+- îioA + Wof'w " 0, 

ce sont les équations du diamètre cherché. 

On voit que ce diamètre passe par le centre si la surface est 
un ellipsoïde ou un hyperboloïde, ou bien est parallèle à la 
direction de l'axe, si la surface est un paraboioïdc. 

164. Pour que la droite conjuguée d'une droite située à l'in- 
fini soit un diamètre, il est nécessaire que la droite de l'infmi 
ne soit pas tangente à la surface ou ne soit pas située sur la 
surface . 

Si la surface est à centre, elle rencontre le plan de l'infmi 
suivant une véritable conique ; si une droite est tangente à 
cette conique, la droite conjuguée sera dans le plan tangent à 
la surface en ce point et sera la conjuguée harmonique de la 
droite donnée par rapport aux génératrices situées dans le 
plan tangent ; on en conclut que la droite conjuguée est géné- 
ratrice du cône asymptote. 

Si la surface est un paraboloïde, eUe rencontre le plan de 
l'infini suivant deux droites a et à! qui se coupent en un 
point 0. Toute droite du plan de l'infmi passant par le point 
aura pour droite conjuguée la conjuguée harmonique do 
cette droite par rapport à a et a' ; la droite ^ sera h. elle- 
même sa droite conjuguée, ainsi que la droite û'. 
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165. On peut montrer directement que le lieu des centres des sec- 
tions planes parallèles à un plan fue est une droite. 

En effet, l'équation de la conique interseclion de la surface par un 
plan [îio, !!(, ton, n) est 

««0 + "A-o + <-o + n\f - 4/-{w, ^, y>, '-)/" = 0, 
fis désignant /■(«(), ïo, luo, r<,). 

Les coordonnées du centre de cette conique sont 

Si 1-0 varie, ce point décrit une droite, car les termes de ces tvois 
fractions sont du premier degré par rapport à rc 

166. Si l'équation (1) représente une conique, deux cas peu- 
vent se présenter : ou bien la droite donnée h l'infini n'est pas 
dans le plan de la conique, dans ce cas la droite conjuguée est 
le diamètre conjugué par rapport à la conique de la trace de 
la direction de plan sur le pian de la conique ; ou bien la 
droite à l'infini est dans le plan de la conique, la droite conju- 
guée est une droite quelconque passant par le pôle de la 
droite de l'infini par rapport à la conique. 

167. La théorie des pôles et polaires nous donne immédia- 
tement les théorèmes bien connus qui suivent. 

Les plans diamétraux conjugués de toutes les directions de 
droites d'un plan passent par le diamètre conjugué du plan. 

Les diamètres conjugués de toutes les directiqns de plans 
parallèles à une droite sont situés dans le plan diamétral con- 
jugué de la droite. 

Le diamètre conjugué de la direction d'un plan diamétral 
■est parallèle aux cordes que divise le plan en deux parties 
■égales. 

168. Système de trois diamètres conjugués. — L'intersection 
de deux plans diamétraux est le diamètre conjugué de la 
direction do plan parallèle aux cordes conjuguées des plans 
diamétraux. 

Considérons alors deux plans diamétraux conjugués (162) ; 
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leur iûtersection est parallèle à l'axe dans le cas où la snrl'ace 
est un paraboloïde ; mais, si la surface a un centre, cetteinter- 
section passe par le centre ; le plan diamétral conjugué de 
cette direction est conjugué des deux premiers, l'ensemble 
de ces plans constitue un système de trois plans diamétraux 
conjugués deux à deux, et les arêtes de ce trièdre forment 
trois diamètres conjugués. 

Chacun de ces diamètres est le diamètre conjugué du plan 
formé par les deux autres. 

Trois plans diamétraux conjugués forment avec le plan de 
l'infmi un tétraèdre conjugué par rapport à la quadrique. 

168. Formes réduites des équations des quadriques.— 1° Si 

la quadrique a un centre, nous prendrons comme axes trois 
diamètres conjugués; les plans de coordonnées forment avec 
le plan de l'infini un tétraèdre conjugué, dont les équations 
des sommets sont 

M =3 0, î! = 0, ï(! = 0, r:-.0- 

l'équation de la quadrique est donc de la forme 
Aw^-l-By^+Cw^ + Dî-^ = 0. 

2" Si la quadrique est un paraboloïde, nous prendrons 
comme plans des zx et des xy deux plans diamétraux conju- 
gués;leurinlersectionseraalors parallèleàl'axe ; nous pren- 
drons pour origine le point où cette droite rencontre la sur- 
face et pour plan des yz le plan tangent à la surface en ce point. 

Soit l'équation 

f{u, V, 10, >■) = an^ + aV + ■■■ + ^c"ior = 0. (1) 

J'écris que le pôle du plan des zx est à l'infini dans le plan des 
xy ; l'équation de ce pôle est 

1 ^; = 6"- + , ■„+(.» H- tV = 0; 

on a 

/; = 0, c' = 0. 

En écrivant de même que le pôle du plan des xy est à l'infini 
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dans le plan des sa^, on obtient 

6 = 0, c" ^ 0. 

J'écris ensuite que le plan des yz est tangent (it que son 
point de contact est à l'origine ; on a 

a = Û, 0" = 0, b' = 0. 

L'équation de la surface devient alors 

a'v^ -H «"(0^ + 2cMr = 0. 

Nous avons obtenu (54) les équations ponctuelles corres- 
pondantes. Elles sont très aisées à retenir; il suffit de changer 
les variables w, v, w,r en w, y, z, t et de remplacer chaque 
coefficient par son inverse, sauf pour le coefficient de ur que 
l'on remplace par quatre fois son inverse. On a ainsi les équa- 

170. PJans principaux et axes.- On appelle plan principal 
d'une quadrique un plan diamétral perpendiculaire à ses cordes 
conjuguées ; ces cordes sont également appelées cordes prin- 
cipales . 

On appelle axe d'une quadrique un diamètre perpendicu- 
laire à sa direction de plan conjuguée. 

Il est aisé de voir qu'un axe est l'intersection de deux plans 
principaux ; en eifet, soit P un plan quelconque perpendicu- 
laire à l'axe, les plans diamétraux conjugués des directions du 
plan P passent par l'axe ; parmi ces plans il en est deux per- 
pendiculaires à leurs directions conjuguées, ce sont ceux qui 
passent par les axes de la conique, intersection de la surface 
et du plan P. 

Réciproquement, l'intersection de deux plans principaux est 
un axe, car c'est le diamètre conjugué de la direction du plan 
perpendiculaire à l'intersection des deux plans principaux. 
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La détermination des axes revient donc à celle des plans 
principaux. 

On peut considérer un plan principal comme un plan dont 
le pôle est h l'infini dans la direction perpendiculaire. 

Soient m, v, w, r les coordonnées d'un plan; son pôle a 
pour coordonnées f'„, f't, ('«,, fi-; pour que ce pôle soit à l'in- 
flni dans la direction perpendiculaire au plan, on doit avoir 

/■;• = 0, 

les axes de coordonnées ét;int supposés rectangulaires. 

171. Pour résoudre et discuter ces équations, on peut intro- 
duire une nouvelle inconnue S et écrire 



ou 

/■'„ = 2Sm, 

/; = 2Sd, 

ce qui donne, en développant, 

(a — S)u ■+- b'v ■+■ b'w + cr = 0, \ 

b"u 4- {a' — Sjw +&!/) + c'r - 0, i 

(2) 
i'„-i.6„ + (a''_-S)M! + c")' = 0, ^ ' 

eu -H c'v + c'w -\- dr = 0. j 
Ces équations sont homogènes par rapport h u, v, w,r; 
pour qu'elles aient des solutions non toutes nulles, il faut que 
le déterminant du système soit nul. On. doit donc avoir 



■ memi3re peut ao décomposer en la somme sui- 
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vante : 



iNGKJMÏIELLES. — GEOMETRIE D 























les valeurs respectives de ces déterminants sont 

A _ AS — A'S — A"S + S=(a"rf — c'"} + S=(«'rf — c'^) 
-h S^ad - 
L'équation peut donc s'écrire 

(iS=— S=[arf— c^+a'rf— c'^+a^rf— c"^]-l-S(A+A'-)-A'') 



c=) — rfS^ 



= 0. 

Soit Si une racine de cette équation ; si on remplace S par 
Si dans les équations (2), elles admettront un système de so- 
lutions qui seront les coordonnées d'un plan principal. 

172. Élude algébrique de i'équalion en S. 

Théobème. — L'équation en è a toujours ses racines réelles. 

Nous écartons le cas où l'onauraità la fois c=c' = c°=rf=û; 
car dans ce cas l'équation en S est identiquement satisfaite ; 
l'équation de la surface représente une conique k l'infini ; il 
n'y a pas lieu de chercher ses plans principaux. 

Le premier membre de l'équation en S est le discriminant 
de la fonction 

««, o,.. ,■,,■) -S(»--l- =■■ + »■)-, 
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-si on y remplace S par une racine de l'équation en S, celte 
expression est décomposable en une somme de trois carrés 
au plus. 

Si l'équation avait une racine imaginaire, on aurait une 
identité de la forme 

= (P + iVy -^ (Q + iQ'f + (R + iR']\ 

P, P', . . . ., R' désignant des fonctions linéaires et homogènes 
de u, V, w,r h coefficients réels, dont l'une au moins renferme 
la variable r. 
On en déduit 

_ ^[u' H- ti^ H- w'') = 2PP' -+- 2QQ' 4- 2RR'. 

Supposons que l'une des expressions P, Q, R contienne r 
et cherchons à résoudre le système 

P^O, Q^^O, R=0. 

On a trois équations linéaires et homogènes it quatre incon- 
nues ; on pourra trouver des solutions non toutes nulles ; 
mais on ne peut avoir u = v = w = 0, TjtO, puisque 
Tune des équations renferme r ; donc l'une des inconnues 
ti, », w doit être différente de zéro. 

Pour ces solutions le second membre de la dernière identité 
est nul, il doit en être do môme du premier; mais ce premier 
membre ne peut être nul que pour u = v = w = ; l'iden- 
tité est donc impossible, et l'équation en S ne peut avoir de 
racines imaginaires. 

173- Racines nulles. — Nous rappellerons d'abord qu'étant 
donnée une forme quadratique it trois variables, si le discri- 
minant est nul, ainsi que la somme des mineurs principaux, 
tous les mineurs sont nuls et la forme est carré parfait. 

De plus, si tous les mineurs sont nuls et si la somme des 
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coefficients des carrés des variables est aussi nulle, tous les 

coefllcients de la forme sont nuls (*) . 

Cela posé, nous allons étaitlir les théorèmes suivants. 

1° Pour que l'équation en S ait une racine nulle, H faut et il 
suffît que le discriminant & de la forme f{u, v, w, r) soit nul, 
c'est-à-dire que celte fmine soit réductible à une somme de trois 
carrés. 

2° Pour que l'équation en S ait deux racines nulles, il faut 
et il suffit que tous les mineurs dupremier ordre de A soient nuls, 
c'est-à-dire que f[u, v, w, r) soit réductible à une somme de 
deux carrés. 

3° Pour que l'équation en S ait trois racines nulles, il faut 
et il suffit que tous les mineurs du deuxième ordre de A soient 
nuls, c'est-à-dire que /'(u, «, w, r) soil carré parfait. 

Pour que l'équation en S ait une racine nulle, on doit 
avoir 

i = ; 
pour qu'elle ait deux racines nulles, 

A = 0, A-i- A' + A" = ; 

[*) Voici la démonstration de ces théorèmes. 
Soit la. forme 

aa:' + ay +a"z? -+- ibyz -+- 2b'zx + 2tt'xîi ; 
désignons par A le discrimiDiint et par A, A', etc. .., B* les mincnrs ; les 
mineurs principaux sont A, A' et A". 
On a les formules 

A'A'-B'^aA, 
A-A — B''=«'A, 
AA'-B"= = a"A. 
Supposons qu'on lûl 

A ~ 0, A -h A' H- A" — ; 

2[\-A' — B' + A-A - B" + AA' — B"^) — (A + A' + A")» = 

A^ + A" -+- A"' + 2B' + 2B" -l- 2B"' — 0, 
ee qui donne 

A = A' = A" := B ^ B' ^ B" = 0. 
Eu second lieu, si tous les mineurs sont nuls, et si û + ii' + a" =^ 0, 

a^ -r 11'^ + a"' -+- 2b' -H 2*'= + 26"' — 0, 
ce qui donne 
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et enfin pour qu'elle ait trois racines nulles, 

A = 0, A + A'h-A" = 0, arf— c^-l-a'rf — c'^-mi^— c"- = 0. 

Le premier théorème est donc démontré. 

Pour établir les deux autres, supposons d'abord d ^i 0, 
et décomposons en can'és la fonction f{u, v, w, r) en com- 
mençant par le terme dr^. 

On aura 

df{u, ,, „, ,■) s {ir + „■ + «■« + <■»)■+ ««, ,, «.), 
en posant 

•h{u, V, M))=((icî — c>^-4-((i'd — c'>^-i-(fl''rf — c"^K 

-i- %bd — c'(f)vw -+■ ^{//d—c''c)ivu -h 2{l>"d — cc')iw. 

En égalant cette fonction à zéro, on a l'équation de la sec- 
tion de la surface par le plan de l'intini. 

Nous avons montré au numéro 133 que le discriminant de 
cette forme est d'^\, et que ses mineurs principaux sont dA, 
dA.\ dA\ 

Si l'équation en S a deux racines nulles, on a 

i = 0, A-i- V-hA" ^0; 

le discriminant et la somme des mineurs principaux pour la 
fonction ^u, v, w) sont nuls ; il en résulte, d'api'ès le théo- 
rème rappelé au début, que cette forme est carré parfait. 

Par suite f{u, v, to, r) est égal à une somme de deux 
carrés, tous les mineurs du premier ordre de a sont nuls. 

La réciproque est immédiate : si tous les mineurs de A sont 
nuls, l'équation en S a deux racines nulles. 

Si celte équation a trois racines nulles, on a 

i — 0, A -H A' -i- A" — 0, ad ~ c- -h a'd— c'^ -[- a'd — c"^ = ; 
on en conclut que ■^{u, v,w)esl identiquement nul, f(u,v,w,r) 
est carré parfait, tous les mineurs du deuxième ordre de i 
sont nuls; la réciproque est évidente. 

Nos trois théorèmes sont donc démontrés dans le cas où 
d:?tO. 
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Je suppose maintenant <^ — 0, le coefficient de S* est 
nul, l'équation ne peut avoir trois racines nulles, il n'y a lieu 
de démontrer que le deuxième théorème. 

On a 

/'(m, V. jv, r)= 2r{cî( 4- c'v ■+■ c'w)-^ g(u, v. ïu), 
en posant 

g{u, V, w) ^au^-i-a'v^-h--- + Wuv. 

Divisons g{u,v,tv) par cm + c'j)4-c''îu, en supposant 
c ^0; on a un quotient mm -f- pu + yw et un reste qui 



s'obtient en remplaçant, dai 
On aura donc 



' S,«, ' 



o,io),iip" — - 



Le discriminant du dernier terme est nul en même temps 
que ^. On verra aisément que la somme dos coefficients de 
V- et de îu^ est égale à A + A'-i-A"; il en résulte que si 
l'on a 



^ û, 



^ 0, 



cette fonction est identiquement nulle, f{i(,v,w,r) se réduit 
à un produit de deux facteurs, tous les mineurs du premier 
ordre de i sont nuls. 



174- Ra<'-ines mulliples. — Pour que l'équation en S a 
racine double, il faut et il suffit que les équations 

F(S)=0, F'(S) = 

aiont une racine commune. 
On a 

-S // 



F(SJ = 



Oa'— S Ij I 
b a"— S ( 



Oa' 



Nous désignerons par As, H',, AI, B,, 



// b - 
c c' d 
D, les coefficients 
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de a, — s, II' — s, ,..,d dans le développcmenl cla tlÉLer- 
niinant F(S) ; on aura 

F'(S):= — (A. + AS + A'O- 
Or nous venons de voir qu'étant donnée la forme f{u, v, if, r), 
si l'on a 

û. ^ 0, A-1-A'-t-A"= 0, 

tous les mineurs du premier ordre de 4 sont nuls. 
En appliquant ce résultat à la forme 

A(«,»,»,.-)-s(«> + »= + ..'). 

dont F(S) est le discriminant, on voit que pour que les deux 
équations 

F(S) = 0, F'(S) = 

aient une solution commune, il faut et il suffit que tous les 
mineurs du premier ordre de F{S) soient nuls pour une même 
valeur de S, qui sera alors la racine double. 

De même, pour que l'équation en S ait une racine triple, 
il faut que les trois équations 

F(S) = 0, F'(S) = 0, l'"(S) ^ 

aient une solution commune. 
Or on voit aisément que 

F"(S; = - 2[(a _ S) d - c= + (a' - S)rf - c'' -+- [a' — S'jd" — c"'] . 

Il en résulte que pour que l'équation ail une racine triple il 
faut et il suffît que tous les mineurs du deuxième ordre de 
F(S) soient nuls. 

En définitive, F(S) est le discriminant de la forme 
f{u, V, w, r) — S(ii^-l-«^ + î(!^). 

Une racine simple de l'équation en S n'annule pas tous les 
mineurs de F{S), et pour cette racine la forme est décompo- 
sable en une somme de trois carrés. 

Une racine double annule tous les mineurs du premier 
ordre, et, pour cette racine, la forme qui précède est décompo- 
sable en une somme de deux carrés. 

Enfin une racine triple annule tous les mineurs du second 
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ordre de F(S) et pour cette racine 

f{u,v.w,r)^S{u' + v' + w') 
est carrô parfait . 

175. De cette discussion de l'équation en S nous allons dé- 
duire les propriétés des plans principaux des quadriques. 

Théorème I . — A une racine simple non nulle de l'équation 
en S correspond un plan principal déterminé. 

En effet, si l'on revient aux équations 

(a — S)u+ b'v-^h'w-i-cr = 0, \ 
è''w + (a' — Slf-H 6îy+c'r==0, 
AV( + 6u + {a" - S)w + c'r = 0, ( ^ ' 

cu-t c'v-h c"u) -+- dr = 0, / 
et si l'on remplace S par une racine simple deTéquation en S, 
on a quatre équations homogènes à quatre inconnues dont le 
déterminant est nul et dont tous les mineurs du premier ordre 
ne sont pas nuls. 

Il en résulte qu'on peut choisir arbitrairement une seule 
inconnue, de telle sorte que les équations précédentes admets 
iront un seul système de valeurs pour u, v, ic, r, à un facteur 
près. 

Théorème II. — A une racine double non nulle de l'équation 
en S correspondent une infinité de plans principaux passant 
tous par une même droite. 

Pour une racine double tous les mineurs du premier ordre 
de F(S) sont nuls ; on peut donc choisir arbitrairement deux 
inconnues, par exemple îv et r, et on aura, en résolvant par 
rapport à m et », 

u = w: + ?.; 

on en déduit pour équation du plan correspondant 

(no + pr)x + {y.'îv -+- ?.'r)y + tvz -t- ;■ = 
ou 

w{nx 4- -Jy 4- î) + r{^x -+- ^y -i- 1) =^ 0. 
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Puisque w et r sont arbitraires, on a ime infinité de plans 
principaux passant par une droite . 

On sait que dans ce cas la surface est de révolution. 

Théorème III. — A une racine triple non nulle de l'équation 
en S correspondent une infinité de plans principaux passant 
tous par un même point. 

Pour une racine triple tous les mineurs du deuxième ordre 
de F(S) sont nuls, les équations (2) ont leurs coeflicients pro- 
portionnels, le système se réduit à une seule équation ; ce qui 
montre que les plans principaux sont assujettis à passer par 
un point. 

Dans ce cas f{u, v, w, r) — S(m^-+- w^ -h î"^) est carré par- 
fait, la surface est une sphère (131). 

176. Théorème. — Les plans principaux coiTespondant à deux 
racines différentes de l'équation en S sont perpendiculaires. 
Soient, en effet, Ui,Vi,Wi,r, et u-t, v^, w^, r-^ les coordon- 



nées des plai 
S^. On a 


is principaux correspondant à dei 

l\ = 2S,»„ r., = 2S,»,, 




/; = 2s,u„ 


/■;, = 2S=i.„ 




r-, ■--- 2S,.e„ 


/,:., = 2S,io„ 




/.', = 0. 


/■;, = 0. 



Multiplions les quatre équations de gauche respectivement 
par Uj, i>î, wJs, î-j, puis ajoutons ; multiplions de même les qua- 
tre équations de droite respectivement par mj, «i, îc,, î'i, puis 
ajoutons; on a 

w/;, ^- WiAi ^- '"/-s + '■/'s - 2Si{wiM. -1- v^v._ -I- nhw^ . 
Retranchons, il vient 

^ 2(S, — Sj)(w,wj + i),yj H- î(;,ws), 
et comme S, — Sj n'est pas nul, on doit avoir 

WiUs -H t)|U3 -1- WjîUa = 0, 



y Google 



226 COOm)0>iSÉESTANCENTIELLKS. — CÉflMÉTRIË DANS LESPAOl! 

ce qui montre quB les deux plans principaux sontperpentlicu- 
1 aires. 

On a aussi 

ces deux plans sont donc conjugués ; ce sont deux plans diamé- 
traux conjugués rectangulaires. 

Si Tune des racines, S, par exemple, est racine double, 
le théorème prouve que )e plan principal relatif à Ps est per- 
pendiculaire à tous les plans principaux relatifs à S,. 

177. Si l'équation en S a une racine nulle, on ne peut dire 
qu'à cette racine correspond un plan principal ; car en intro- 
duisant cette variable S au numéro 171, nous avons sous- 
entendu que cette quantité ne pouvait Être nulle. 

Pour abréger le langage, nous appellerons plans principaux 
singuliers les plans qui correspondent aux racines nulles de 
l'équation en S, c'est-à-dire les plans dont les coordonnées 
vérifient les équations 

/■;— 2Sw = 0, 
/■; - ^Sî- = 0, 
/■;„— 2S!U = 0, 

A - 0, 

où l'on fait S — 0, c'est-à-dire les équations 

/l = o, /t = o, /■;. = o, r, = f>. 

178. Il nous est facile maintenant d'indiquer le nombre de 
plans principaux de chaque surface. 

Premier cas. d^(i. 

I. à :;£ 0. La surface est un ellipsoïde ou un hyperboloïde. 

L'équation en S a trois racines non nulles, la surface a 
donc trois plans principaux formant trièdre trireclangle ; les 
arêtes de ce trièdre constituent trois axes, qui sont en même 
temps trois diamètres conjugués rectangulaires. 

Si l'équation en S a une racine double, la surface est de ré- 
volution. 
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Si l'équation en S a une racine Iriple, la surface est une 
sphère. 

II. A — 0, A -t- A' -4- A° ^i 0. L'équation (1) représente une 
ellipse ou une hyperbole. 

L'équation en S a deux racines non nulles, à chacune des- 
quelles correspond un plan principal. 

A la racine nulle correspond ie plan de la conique, qui est 
perpendiculaire aux deux plans principaux, car le théorème 
du n» 176 a lieu quand bien même l'une des racines Si ou S" 
est nulle. 

Il est clair que les deux plans principaux contiennent les 
axes delà conique. 

Si les deux racines non nulles sont égales, la conique est 
un cercle. 

UI. i=:0, A-hA'+A' = 0, ad—c--\-a'd—c'-+d'd—e"-jt.i). 
L'équation (1) représente deux points à distance finie. 

L'équation en S a une racine non nulle à laquelle corres- 
pond un plan principal, c'est le plan passant par le milieu des 
deux points et perpendiculaire à la droite qui les joint. 

Elle admet deux racines nulles auxquelles correspondent 
tous les plans passant par les deux points. 

IV. i=.0, A-l-A'+A°^0, ad-c«+a'(i— c'^+a"rf— c"^=0. 
L'équation (l) représente un foini double. 

L'équation en S a trois racines nulles, auxquelles corres- 
pondent tous les plans passant par le point double. 

Deuxième cas. rf — 0. 

On suppose aussi que les trois nombres c, c', c" ne sont pas 
nuls en même temps. 

I. i ^i: 0. L'équation (1} représente un paraboloïde. 

L'équation en S admet deux racines non nulles, à chacune 
desquelles correspond un plan principal ; ces deux pians sont 
rectangulaires et se coupent suivant une droite qui est l'axe 
unique de la surface. 
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Si les deux racines aoiiL ûgales, la surface cstunpa,raboioi(le 
de révolulion. 

II. i = 0, A + A' + A" ?i 0. L'équation il] représente !»!<? 
far aboli. 

-- L'équation en S admet une racine non nulle à laquelle cor- 
respond un plan principal, et une racine nulle à laquelle cor- 
respond ie plan de la courbe. 

Le plan principal est perpendiculaire au plan de la courbe 
et contient l'axe de la parabole. 

III. A = 0, A + A'-l-A" = 0. L'équation (1) représente 
deux points dont l'un est à l'infini. 

L'équation en S aune racine double nulle à laquelle corres- 
pondent tous les plans qui passent par les deux points. 

179. Pour qu'un plan {u,v,w,r) soit plan principal d'une 
quadrique 

A", «, .», .■) = 0, 

il faut qu on aiL 

(3) 
/• = "■ ) 

On aura l'équaLion de rensemble des plans principaux en 
éliminant u, v, iv, r entre ces équations et la suivante : 
ux-^vy + icz + T 3= 0. 
Si l'on veut avoir l'enveloppe des plans principaux d'une 
quadrique variable, on éliminera les paramètres entre les 
équations (3) ; on aura une relation entre «, u, iv, r. qui sera 
l'équation tangcntielle de l'enveloppe chercbéc. 

180. Comlilîons pour qu'une droite soil axe d'une quadrique. 

— Soit la droite ayant pour équations 

X — se' _ î/ — y' _ s ^ s' 

pour que cette droite soit, axe d'une quadrique définie par 
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l'équation 

/■(», «, i», .■) = 0, 
il faut et il suflit qu'elle coïncide avec le diamètre conjugué de 
la direction de plan qui lui est perpendiculaire. 
Un plan perpendiculaire à îa droite a pour équation 
aa; + p?/ -H Y^ = ; 
le diamètre conjug;ué de cette direction de plan est déterminé 
par les deux équations 

/,' = 
ou 

a(n7. -+- //p + b'-i) -+- v{ù"^ -+- ûTi -1- ù-i) + w(i's -h 6p + a"-;) 

eu -h c'v •+■ c'io -+-dr = 0. 
Ces deux équations représentent deux points qui sont sur le 
diamètre ; en écrivant que ces deux points sont sur la droite 
donnée, on aura !es conditions cherchées. 
On a ainsi 

c — dx' _c' — dy' _c" — dz' 

0.7. .•:-//i^-^l/y—j/[cx-i-c'^+c"'j) _ b'x+a'<^-\- b-( — !/f ca+«' P+ c'y) 
" i '~ P ■ 

_ 6'a^-/'fi^-a"Y— 3'(ci4-(.''[i+c"-') 
Y 

En éliminant a, p, y entre ces équations, on aura les équa- 
tions ponctuelles de l'ensemble des axes, a/, y\ s' étant les 
coordonnées courantes. L'élimination est fort simple, il suffit 
de remplacer dans les deux dernières équations a, p, -^ res- 
pectivement par c — dx\ c' — dy\ c° — dz'. 

181. Dans le cas où la surface est un paraboloide, on peut 
avoir aisément l'axe de la surface, 

11 suffit de prendre le diamètre conjugue de la direction de 
plan perpendiculaire à la direction de l'axe, laquelle a comme 
paramètres directeurs c, </, c". 
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L'axe sera donc défmi par les deux équations 

n = 0. 

Si l'équation représente une parabole, ces équations déO- 
nissent également l'axe de cette courbe, 

182. Plans tanfjents aux sommets. — On déterminera les 
plans tangents aux sommets en écrivant qu'ils sont tangents 
à la surface et parallèles aux plans principaux. 

Si la surface est, un paraboloïde, le plan tangent au sommet 
est perpendiculaire à l'axe ; son équation est de la forme 

on détermine î* en écrivant que ce plan est langent, ce qui 
donne la condition 

/■(c. é, c", l) = 0. 
d'où l'on tire 



Le sommet s'obtiendra aisément en prenant l'intersection de 
ce plan et de l'axe. 

183- Surfaces do révolution de deuxième classe. — Nous 
avons vu plus haut que la condition nécessaire et sufQsanle 
pour qu'une surface de deuxième classe soit de révolution est 
que l'équation en S ait une racine double non nulle. Nous 
nous proposons d'obtenir ce résultat direclement en cherchant 
l'équation générale des quadriques de révolution. 

Une quadrique de révolution est engendrée par la rotation 
d'une conique autour d'un de ses axes ; or, le produit des 
distances des foyers de la conique situés sur cet axe à une 
tangente quelconque étant constant, on en conclut que le pro- 
duit des distances de ces foyers à un plan tangent quelconque 
de la quadrique engendrée est constant. 

L'équation générale des quadriques de révolution sera donc 
M5 4-„5^-î(,Si-+-XPQ = 0, 
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P, Q désignant des fonctions linéaires qui, égalées àzéro, sont 
les équations des foyers P et Q situés sur l'axe de révolution. 

Si ces deux points sont réels, la quadrique est un ellipsoïde 
allongé ou un hyperboloïde à deux nappes ; si les deux points 
sont imaginaires conjugués, la surface est un ellipsoïde aplati 
ou un hyperboloïde à une nappe. 

Enfin si l'un des points P ou Q estàrinOni, la surface est 
unparaboloïde de révolution. 

On peut d'ailleurs obtenir aisément l'équation du para- 
boloïde de révolution ayant pour foyer un point (a, fl, -;) et 
pour plan tangent au sommet le plan 

H|| = Ui^x -+- v„y ■+- iv^z + r„ = 0. 
Un plan H(u, v, tv, r) sera tangent au paraboloïdc, si ce 
plan est perpendiculaire au plan passant par le foyer et l'in- 
tersection des plans H et H;,. 
Ce plan a pour équation 

ux--{-vy-h wa + r UqX ■+- Vay + ffps -f- ''o _ ^ 

wa -(- î)^ -H icy + )■ w^ -\- Va^ -i- io„y + Va 
Pour qu'il soit perpendiculaire au plan H, on doit avoir 



h î>P -i- îvy "1 



- ti)'' uua -h vV(j -r- ïVWo 



j {uu„ -H vvo + i'noi,){u7. 4- Mp -1- iiif + f) _ 



û; 



Wo^ -I- «a^ -t- «'■'cï + n 
cette équation est bien de la forme 

l'un des points P et Q étant à l'inlini, Tautre étant le foyer. 
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Dès lors pour qu'une quadrique 

/■(-, ., ,., r) = 
soit de révolution, il faut qu'il existe un nombre S différent 
de zéro tel que l'on ait 

/•(«, V, w, r) = S[u' + î.= + 10' + l?Q] 
ou 

f(u, «, w, r) - S(«^ -^ «^ + w') = y&VQ. 

Or pour que la forme du premier membre soit décompo- 
sable en un produit de deux facteurs, c'est-à-dire réductible 
à une somme de deux carres, il faut que S soit racine double 
de l'âquatioû en S. 

L'axe de la surface sera la droite joignant les doux points 
PetQ. 



EXERCICES ET NOTES 



1. L'enveloppe d'un plan dont la somme des carrés des distances 
à n points fixes est constante est un ellipsoïde dont le centre est le 
centre des moyennes dislances des n points. 

Soit, en ctlet, le plan variable 

uœ+vy-i-W2 + r = 0; 
on aura une équation de la forme 



2!=J 



et l'on voit quG Ids coordonnées du centre sont 



2. Èlant donnés trois points et leurs plans polaires par rapport à 
vne quadrique variable., le lien du centre de cette surface est une 

3. On donne deuoa plans fixes P et Q, im point fixe dans le plan P 
et un point A dans l'espace ; trouver le lieu des centres des qua~ 
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drigues tangentes au plan Q, passant par A et tangentes au plan P 
en 0, de telle sorte qne ce point soit un ombilic. 

On prendra le plan P pour plan des ay, le point pour ori- 
gine ; pour écrire que ce point est un ombilic, il sulïit d'écrire que 
le plan P coupe ia surface suivant deux droites isotropes, c'est-à- 
dire que l'ensemble des termes du deuxième degré en tt et c se 
réduit à u'-\-v'. 



4. On considère toutes les guadriqnes tangentes à deux plans en 
des points donnés . On propose de trouver ; 

{"Le lîeti géomélriqtie des centres de ces surfaces ; 

2° Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec 
les plans tangents qu^on peut leur mener parallèlement à un plan 
donné ; 

3° Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec 
les plans tangents qu'on peut leur mener par uiie droite donnée. 
(Concours général, 1873.) 

5. Etant donnés cinq jjomfs, les cinq quadriques gui ont pour 
centre l'un de ces points et qui sent conjuguées par rapport au té- 
traèdre formé par- les quatre attires points sont komothéliques. 

Il suffit d'établir que ces quadriques rencontrent le plan de l'infini 
suivant la même conique. 

Soient m, yt, h (»= 1, 2, 3, 4, 5) les coordonnées des cinq 
points; une quadrique conjuguée par rupport au tétraèdre des quatre 
premiers points a pour équation tangentielle 

Pour que son centre soil le cinquième point, on doit avoir 






2 « = =^2^. 
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Posons 

les conditions deviennent 

11 est aisé d'établir maintenant que l'équation fangentielle de la 
conique de l'infini est symétrique par rapport aux indices 1, 2, 3, 
i, s. 

En lifïet, le coefficient de !(^ dans cette équation est 

on aura des expressions analogues pour les autres coefficients, et l'on 
voit que l'équation de la conique de l'inlini est 



h -Suiit^Ms-^i + jjtw 2j 



/.iXiHi ~ 



Cette conique est !a même pour les cinq quadriques, le théorème 
est démontré. 

6. Étant donnés %m ellipsoide rapporté à sex aaes et une qua- 
drique S, trouver l'équation du lieu des centres des sections faites 
dans la surface S par les plans tangents à l'ellipsoïde. 

Trouver les sections du lieu par les plans de coordonnées lorsque 
la surface S a ses axes parallèles à ceux de l'ellipsoïde. 

Chercher l'intersection de ce Ueti avec utie quadrique concentrique 
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S, et en déduire tm mode de génération du lieu en 
faisant varier le rapport d'homolliétie . 

{Concours académique, Aix et Monlpetiier, 1877.) 

7. Lieu des centres des quadriques de révoMion passant par deuœ 
droites. 

8, ÏVoMner renveloppe des plans principaux des paraboloïdes qui 
sont aonjugwês par rapport à un tétraèdre dont Fun des anyles trièdres 
est trirectangle . 

En prenant cet angle trièdre pour Intdre de coordonnées, l'éqaa- 
tion de la surface est 

Aw(Mcc + 2r) + BB(«^ + 2r) + Cw(w>7 + 2r) = 0. 
Les coordonnées des plans principaux vérifient les équations 
kjtia 4- r) _ B(p^ + r) _ CiiO-- + r) 



Aw + Bu -I- Cîo = 
Ilti éliminant A, H, C entre ces équalii 



qui est l'équation de l'enveloppe, 

9. L'enveloppe des plans principatta; des paraboloïdes qui sont tan- 
gents en deuia points donnés à detia plans rectangulaires fisses est une 
surface de troisième classe. 

10. Quand on cherche les plans principaux d'une quadrique définie 
par son équation ponctuelle, 

Ax^ + A'y" + A"3' + 2Bi/î + aB'îa; -hWxy -h 20( 

-h2C'!/(-\-2Cst + Dt^— 0, 
on est conduit à une équation du troisième degré, 



B" 



A' - (7 



B 



-{A + A'4-A"h=+(A'A"^ 



-A"A — B'^+AA'— J5"s)(r- 
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1! est aisé de voir que les racines de cette équation sont liées 
d'une manière fort simple aux racines de l'équation en S que nous 
avons étudiée précédemment, 
d&=~{ad — c^+a'd^ c'^ H- a'd — d'-^)S^ +(A -h A' -+- A")S — i = 0. 

On a en effet (116) 

ad-c' = -^(A'A"— B^), 

ad — c'^ ^-i(A"A— B'^), 

a"d~if-^ =i-(AA' — lî"^), 



L'équation en S devient donc 
i,S'-(A'A''— B2+A"A— B'^-I-AA'— B'^lAS^+lA+A'-l-AnA^S— As = 

+ (A'A" — B^ + A''A — W" + AA' — fi"^)-^— i, = ». 
On en conclut que les racines des deux équations sont liées par 
la relation 



S<i = A. 

11. SuHaces de révolution en général. — Nous avons ohtenu 
au numéro J83 l'équation tangentielle générale des quadriques de 
révolution. Nous nous proposons de montrer comment on pourrait 
obtenir l'équation tangentielle d'une surface de révolution quel- 
conque. 

Soit A(a:(, î/oi ^a) '^'^ point quelconque de l'axe ; les équations de 
cette droite sont 



Considérons un plan tangent quelconque à la surfai 

ux -]- vij -\- vj: -i- r = ; 
ce plan rencontre l'axe en un point M, et la valeur de f 
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D'autre part la distance du point A à ce plan tangent est 

3 = "''•+•''•+""■ -^'' (2) 



Pour toute surface de révolution S est fonction de p, puisque les 
plans tangents en tous les points d'un parallèle {plana qui sont à la 
même distance d'un point quelconque de l'axe] rencontrent Taxe au 
même point. 

On aura donc une relalion de lu forme 



^(f-f) = 



(3) 

en y remplaçant S et p par leurs valeurs, on aura l'équation fan- 
gentielle générale des surfaces de révolution 

' \Mûîo-l-«i/o-t-w!îo-l-î-' uxa-i'Vya-i'W^ii + r) ~ 
On voit ainsi que pour obtenir l'équalion d'une surface de révolu- 
tion particulière, il faudra trouver la relation (3) entre S et p. 

Supposons que cette surface soit définie par son axe et une courbe 
quelconque tournant autour de cet axe, et ayant pour équdtion tan- 
gentielle 

^[«, V, in, r) = 0. (4) 

En un point M de cette courhe, on peut lui mener une mfinité de 
plans tangents, parmi lesquels un seul sera tangent à la surface de 
révolution ; ce plan sera déterminé en écrivant que la normale en 
M à ce plan rencontre l'axe. 

Les coordonnées du point de contact du plan (m, v, iii, r) sont 
?". ?û, ïwi ?! ; l'équation de la normale est alors 



et pour que cette droite rencontre l'axe, on doit avoir 

On aura la relation cherchée entre 3 et p en éliminant u, v, w, r 
entre les équations [Ij, (2), (4) et (5). 
Si l'équation (4) représente une surface S, en faisant le même 
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calcul, oTi obtiendra l'équation d'une surface de révolution circon- 
scrite k S . 

On opérerait d'une manière analogue si la courbe ijui engendre la 
surface de révolution était définie par ses équations ponctuelles. 

L'équation tangentielle générale des surfaces de révolution est donc 

/ /,■+.. + „■ » + ?' + v° ) = „. 

' \uxt) + vya ■+- 10=0 -H r wa^o + vyo + wz^ + rj 
Si la surface est de deuxième classe, cette éqiiation aura la forme 

en posant 

P =; ïtaio + vyi, 4- uîso + r, Q = ïm -[- 3u + 7*0. 

Cette équation peut s'écrire 

„2 + „2 + w= + aQi_H6PQ+,;P^ = 
„s _,_ pi + j^,. + (ZQ _[, ^p)(i'Q + ^-p) ^ ; 
c'est l'équation générale trouvée au n" 183. 

Cas partieuliep. — Supposons que l'axe de révolution soit l'axe 
des :; on aura 

a-o = i/u = :» =^ 0, ï = a = 0, -■ = 1, 



L'équation générale devi 



Si l'on connaît l'équation tangentielle de la méridienne dans le 
plan des ;a:, 

on aura aisément l'équation tangentielle de la surface de révolution. 
En effet, pour qu'un plan tangent à cette courbe soit tangent à la 
surface, il faut et il suffit tpae ce plan soit perpendiculaire au plan 
de la courbe, c'est-à-dire qu'on ait 

V = 0. (') 



[*) On voit d'ailleurs que dans ce cas particulier le premier inenibro Je 
la condition (S) se réduit i> — )>?,', ; et ci. n'est nul que pour les iilans 
tangents parùouliers dont le point de contact est sur Oa. 
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On éliminera donc m, w, r entre les équations 
= («,»,r)=0. 



m- 



el en remplaçant lians cette équation p et S par leurs valeun 

oWif^Pil, w. r} = 0, 
qui est l'équation de la surface de révolution chercliée. 

Il sTifflt de remplacer dans l'équation de la méridienne /( 
j/w" + B^, ce qu'il serait facile d'établir directement. 

En appliquant cette formule au tore engendré par le cercle 

tournant autour de Oj, on trouve l'équation 

[{u^ + v^}{R' - a^) + y,m'- - r^\' - ia'- {u^ + ^^y^ = 0, 
que nous avons obtenue au n" 61. 
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CHAPITRE VUI 



EÉrnCTIOH DE l'ÉQUATIOB GÉNÉRALE 
DU SECOBD DEGRÉ 



184. Étant donnée l'équation tangcntielle d'une quadrique 
rapportée à des axes rectangulaires 

/■(«, ,, », r) = 0, (1) 

nous nous proposons de trouver l'équation de cette quadrique 
rapportée à ses trois plans principaux si cette quadrique est 
un ellipsoïde ou unhyperboloïde, à, ses deux plans principaux 
et à son plan tangent au sommet si c'est un paraboloïde. 

Dans le cas oii l'équation (1) représente une conique, l'un 
des nouveaux plans de coordonnées sera le plan de cette coni- 
que ; les deux autres seront deux plans perpendiculaires pas- 
sant par les axes, si la conique est une ellipse ou une hyper- 
bole, passant par l'axe et la tangente au sommet si la conique 
est une parabole. 

Premier cas. d^O. 

La surface admet trois plans principaux, 
UiX -T- tiii/-H!(;is + ï'i = 0, 
UiX -f- v^y -+- WiZ -(- n = 0, 

UiX -\~ DjJ/ -!- WiZ -+- )-3 = 0. 

Les coeflicients de ces pians élant déterminés h un facteur 
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peut les assujettir aux conditions 



Nous prenons ces plans respectivement pour plans des y'z', 
des îV et des 3^y'. 
On aura alors, au signe près, 

a/ ~ u,x~i-v,y + iiiiZ -+- r,, 

ij =: WjX + UîJ/ -h WîZ + Ci, 

Soit 

u'x' H- w'y' + îc's' -H /■' = 

l'équation d'un plan par rapport aux axes Q'x'y'z' ; ce même 
plan aura pour équation par rapport au premier système 

'u'{UiX-¥ v,y ■+- m;,;-!- ''i)-!- v'{ii}fe-i-V:,y-i-vhz-i-rs) 

-1- w'(iiiX + v-iy + îdjZ + ï'j) -1- / = 



3;(u,t( 


;' + UîV' H- wsîu') + y{viu' H- ViV' -h v,!'/] 






+ ï(«îiw' -+- ÏUjW' + MJgW)') -H fiW' + Csï)' 


-H î'aîc' H- '!■' = 0. 


Si 


l'on désigne par u, u, w, r les coordonnées de ce plan 


dans le premier système d'axes, on aura, à u 


n facteur près, 




u — uju' -\- Mal)' -t- usu^, 






V — ViU' -h J)a«' + VjW', 






lU = WiU' -+■ lo^v' + W^'j/, 






r = )-,!!' + r^v' -h r^zv' -^ )•' 




l'équaLion do la surface sera donc 




/(..,.. 


i' -+- Uj,v' -+- 'Ujm/, v,u' + Uji)' + îijMï', Wiu' -+- iViv' -H Wjîd', 



On peut l'écrire 

J',M'-|-fiO'+ï'3W')+r'/'',.(t(lM'+W2«'-t-M3!«', V,u'-t-Viv'-+-VsW', 

Wiu'+Wiv'+WsW', r,u'-^rîV'-i-rsU>')-l~f(0, 0, 0, r') = 0, 
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OU, en développant, 

"'^A"!, «1, Wi, >"i) + ^Y(»3> î'î, «"î, î-î) + îc'Y'Iwb, W3, îWa, n) 
+ 2»'ni'(u,/'l, + 0,/;, + »^t, + r/y + 2io'u'(u/;, + ■ ■) 

+ 2»v(«,/i,+...)+uV/-;(u„ »„ «•„ i-,)+<iV/;(«„ »„ »„ r.) 

+ «jV/Ku,, 1.., a)., r.) + il" = 0. (2) 

Or, en désignant par S, la racine de l'équation en S à 
laquelle correspond le plan principal [w,, v,, w„ r,), on a 
/i, = 2S,»„ 
/,, = SS,»,, 
r-, = 2S,«.„ 
A, = 0- 
Multiplions ces quatre équations respectivement pai* «,, v,, 
w„ )■, et ajoutons-les membre à membre; il vient 

5/-(m„ V,, wu n) - 5S,(wî -H rî + ^^ï) 
ou 

/(«„ ^>, 10., r,] = S,. 
On a de même 

/(«„ î>„ 10,, )■,) = S„ 

Avs, v„ w„ V,) = S,. 
Kn outre, les coefBcients de uV, m/w', «'f' sont nuls puis- 
que les trois plans principaux sont conjugués deux à deux ; les 
coefficients de wV, vY, u/r' sont également nuls, puisque les 
coordonnées des pians principaux vérifient ia relation 

r = o. 

On en conclut que l'équation de la surface rapportée à ses 
plans principaux est 

S,u'^ -h Sîî>'= -+- SaZd'- -H di'- = ; 
on en déduit immédiatement l'équation ponctuelle 



185. Les signes des quantités Si, Si, Sj et d indiquent la 
nature de la surface, On pourra toujours avoir les signes des 
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3 l'équation en. S, à l'aide de la règle do Descartes, 
puisque cette équation a toutes ses racines réelles. 

S, 
186. Les carrés des demi-longueurs des axes sont — -j^ 



Si p désigne la demi-longueur d'un asc el S la racine cor- 
respondante de l'équation en S, on aura 

d'où 

S = —df. 

On obtient donc l'équation aux demi-longueurs des axes en 
remplaçant S par cette valeur dans l'équation en S. 

187. Supposons maintenant que l'équation (1) représente 
une conique, ellipse ou hyperbole. 

L'équation en S a une racine nulle Sa — 0, et deux autres 
racines non nulles S, et Sj. 

A ia racine nulle correspond le plan de la conique, et aux 
deux autres racines correspondent les plans principaux de la 
conique, c'est-à-dire les plans passant par les axes et perpendi- 
culaires au plan de la courbe. 

En faisant le même calcul que plus haut, où voit que l'équa- 
tion réduite de la courbe est 

S,ii'^-l-S,ïi'^ + (;(r'-' = 0; 
les équations ponctuelles sont 

La nature de cette conique dépend des signes de S,, Sj et d. 
En particulier si S, = %, la conique est un cercle. 

188. Enfin, si réquation(l) représente deux points, l'équation 
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en S a deux racines nulles Sj = Sa =^ 0, et une racine S: 
différente de zéro. 

A cette racine correspond le plan passant par le milieu des 
deux points et qui est perpendiculaire à la droite qui les joint. 
En prenant ce plan pour plan des y'z', et pour plans des x'y' 
et x'z' deux plans perpendiculaires quelconques passant par 
la droite joignant les deux points, l'équation de l'ensemble de 
ces points devient 

%u'^->rdr"- = 0. 

189. Deuxième CAS. rf = 0. 

Supposons en premier lieu que la surface soit un parabo- 
loïde, c'est-à-dire que i soit différent de zéro. 

L'équation en S a deux racines non nulles que nous dési- 
gnerons par Sa et Sj. 

Soient 

u^x+v^y 4- lih^ H- t'î =: 0, 

u^x -\- v^y -+- W3Z -t- î'a = 
les équations des plans principaux correspondants, et 

u,x -h v,y -+- iL\i + )■, = 
celle du plan tangent au sommet. 

Nous prenons ces trois pians pour plans de coordonnées, et 
nous obtenons l'équation (2) du n" 18-4. 
On a cette fois 

f{u„ Vu iv„ n) = 0, 

f{u„ «2, w,, î-i) = Si, 
f{u3, V3, IV,, r,) =:i Sg. 
Le coefficient de v'w' est nul puisque les deux plans princi- 
paux sont conjugués ; les coefficients de w'u' et u'v' sont nuls 
puisque le sommet qui a pour coordonnées homogènes 
A,' A' f'^r A ^®' '^^'^^ *^^ plans principaux. 
Enfin les coefficients de vV et iv'r' sont aussi nuls. 
L'équation devient alors 

S^„'2_l_S,,t,'i'-|- «'//-(«,, v„ iv„ r,) = 
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m 

Sst>'^ H- SjM)'^ -I- 2i(V'(ciii + c'v, -+- c'w,) — 0. 

Les coefficients «i, w,, ïf, c\ii plan tangent au sommet seront 
léterminés par les équations 



On en déduit sans difficulté 

eu, 4- c'v, -h «"w, = dz /P"m^ 
L'équation réduite est donc 

Saî)'^ H- S^ÎW"^ ± lu'i^ilc' + c'" - 
L'équation ponctuelle est alors 



190. Les paramètres des sections principales sont 
is. „ IM 



v'c' + c'* H- c'^ v'cM^~?^~+c*^ 

Si Sî et Sa sont de même signe, le paraboloïde est ellip- 
tique, et de révolution si ^ — Sa. 

Si Sj et Sa sont de signes contraires, le parabololde est 
hyperbolique ; il est équilatère si S^ H- Sa = 0. 

19!. Supposons que l'équation (1) représente une parabole, 
c'est-à-dire qu'on ait i = ; dans ce cas l'équation en S a 
une racine nulle Sa = 0, et «ne racine non nulle, Sj. 

A la racine nulle Sa correspond le plan de la conique, 
UiX -f- Vsy -H vhz + ^3 = 0, 
pour les coefficients duquel on ii 

f,^ = 0, t\ = 0, /,i, = 0, /■;■, ^ 0. 

A la racine Sj correspond un plan principal 
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EnQn nous prendrons pour plan des yV le plan perpendi- 
culaire au plan de la parabole et passant par la tangente au 
sommet. 

On obtiendra pour équation de la courbe l'équation (2) du 
n" 184. 

Mais on a 
f{Ui, Vi, Wi, )'i) = 0, f{u2, «2, Wï, î-a) = S3, /(ua, "a, î^Sj n) = 0. 

On voit aisément que tous les autres coefficients sont nuls 
à l'exception du coefficient de mV. 

L'équation devient 

S^ti'^ -H 2wV(cM, -1- t'u, + c'V,) = 0. 

Or, on a aussi 



L'équation réduite de la parabole est donc 



Les équations ponctuelles sont 



Le paramètre de cette parabole est 



<!<:-' -H c"^ + c"-' 
En se reportant à l'équation en S (n°171), on voil. 
racine non nulle est 

A + A' + A" 



192. On voit par cotte discussion que si l'on connaît les 
signes des racines de l'équation en S, on connaîtra la nature 
de la surface (ou de la courbe) représentée par l'équation 
donnée. 

Si de plus on peut résoudre l'équation en S, on aura l'équa- 
tion réduite de la surface (ou de la courbe). 
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Il ne sera pas iiiutilc de résumor ici lous les résultats ob- 
tenus. 

Phbmier cas, d:^0. Ij'équattOD en S est du iroisième degré. 
I. L'équation en S a trois racines non nulles. 
La surface est un ellipsoïde ou un Iiypcrboiolde, dont 
l'équation réduite est 

S,»'^ -+- Si»'^ + S:,iv" + dr'^ = 0. 
1° Si, Sa, Sa sont de I Sjd < Ellipsoïde réel, 
même signe. 3 

Genre Ellipsoïde. f Siti >■ Ellipsoïde imaginaire. 

/ SiSiS)(i > Hyperboloïde à une 
2" Si, Sï, S-i ne sont i nappe, 

pas de même signe. 
Genre Hyperboloïde. ' SiSaSs*^ < Hyperboloïde à deux 

\ nappes. 

IL L'équation en S a une racine nulle et deux racines non 
nulles. 

L'équation (1) représente une ellipse ou une hyperbole dont 
Téqualion réduite est 

Si«'^ H- S,ii'^ ~h dr'^ = 0. 
1» S, et Si sont de / S,rf<0 Ellipse réelle, 
même signe. ) 

Genre Ellipse. ( S|(i > Ellipse imaginaire. 

2° Si et Sa sont de signes contraires. — Hyperbole. 
m. L'équation en S a deux racines nulh'.s el une racine non 
nulle. 

L'équation (1) représente deux points à distance finie ; 
l'équation réduite est 

S.u's -h di'^ = 0. 
S|rf <; Deux points réels. 
Sjrf > Deux points imaginaires. 
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IV. L'équation en S a trois racines nulles. 

L'équation (1) représente an point double à distance iinie. 

Deuxième cas. d=^0. L'équation en S est du deuxième degré. 

I. L'Équation en S a deux racines non nulles. 

La surface est un paraboloïde, dont l'équation réduite est 
S^v'^ -h Saw'^ d= 2wV*/c' + c'^ -i- c"" == 0. 
SiSs > Paraboloïde elliptique. 
SiSs < Paraboloïde hyperbolique. 

II. L'équation en S a une racine nulle et une racine non 
nulle. 

L'équation (1) représente une parabole dont l'équation ré- 
duite est 



SiV"- ± %u'r'</c'' -h c'= -î- e°'' = 0. 
HL L'équation en S a deux racines milles. 
L'équation (1) représente deux points distincts dont l'un est 
à l'infini. 

Troisième cas. L'équation en S a tous ses coeffioienls nuls. 

L'équation représente une conique à l'infnii pouvant se ré- 
duire à deux points ou à un point double. 

193. On peut appliquer cette méthode à reconnaître la na- 
ture d'une surface, quand bien même la surface ne serait pas 
rapportée à des axes rectangulaires, car il est clair qu'étant 
donnée l'équation d'une surface, la nature de cette surface est 
indépendante des axes de coordonnées ; les éléments seuls de 
la surface changent de grandeur si on fait varier les axes de 
coordonnées, l'équation restant la même ; cela résulte de la 
décomposition en carrés, 

194. Applications. 

1 " Nature de la sxvrfaee 
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L"équation en S correspondante ■ 

3-S --( 



Pour développer ce déterminant, on peut retrancher la quatrième 
colonne de la deuxième et de la troisième ; puis retrancher la qua- 
trième ligne de la deuxième et de la troisième ; on a alors l'équa- 
tion 

2 — S —1 

—3 — S I) —i 



qui s'écrit, développée, 

(2 - S)[(2 -H S)* -f- 2(2 + S)] - {2 + Sj^^ = 

(S+2)(S^-H3S — 6) =0. 

Cette équation admet une racine positive et deux racines négatives, 

la surface est donc du genre hyperboiolde ; comme le coefBcient de 

r^ est positif, la surface est un hyperboiolde à une nappe, comme 

nous l'avons reconnu au numéro 123. 

Si les axes de coordonnées sont rectangiilaires, l'équation réduite 

de la surface sera 

>/33 — 3 „ ^-i- 3 



— 2u'^ 
2° Nature de la surface 

%l,? — 4uS — 5,,oS — !(!0 — uv -H u 

L'équation en S est 

-s -i -1 



= 0, 



_4_ 







— — - 



En développant, on obtient 

3S^-M4S = ; 
on voit ainsi que l'équation représente une parabole. 
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Si les ases de coordonnées sonl rectangulaires, l'équation réduite 






: 0. 



3" Nous avons trouvé au numéro 137 l'équation tangentielle du 
cercle ; on peut l'écrire, en supposant 

{u«. + o^ + WY + r)^ — RH"' + "' 4- w' — {i» + mv + nwf] = 0. 
Pour former l'équation en S relative à ce cercle, on peut remar- 
quer que i = 0. 
On calcule aisément 

A = R'^^ A' = R<m^ A" = R*»S 

d'où l'on conclut 

A + A' H- A" = R*. 
On trouve de même 

ad — c2 + a'd — c'^ + a"d — c'"^ — — 2R^ 
de sorte que l'équation en S s'écrit 

S'i + SR^iS^ + R'S = 

S(S + R^)' = 0. 
L'équation réduite est donc 

- RV^ + i)'^) -!-'■'' = 1^- 
k" Déterminer suivant les valeurs du paramétre \ la nature des 
surfaces représentées par réqîuition 

XmS + u2 + 2w' + 2(3.+ 1]otu + 4to'--H(>. — 2)5^ = 0, 
L'équation en S est 







À — S 









1 — s ), + t 









), + 1 2 — s 


2 






a 


À — 2 


peat s'e 


«ire 






1 — S >. H- 1 







(À- S) Â + l 2 -S 


2 




2 


.-2 


{S- 


- >0[S'^{)- - 2) - S(3À — 101 — 


{X^^ - 


emarqu 


ans 


que l'équation 





n'a qu'une racine réelle négative c 
nous la désignerons par a'. 
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Les valeurs remarquables de X, rangées par ordre de grandeur, 
sont X', et 2, 

L'équation en S admet d'abord la racine /, puis les racines de 
l'équation du deuxième degré 

S2(X~2) — S{3i — 10) — (),= — g>. + 6) = 0. 
Enfin le coefficient de r- est égal à X — 2. 
Si l'on a : L'équation représente : 

— oo < X < >/ un hjperboloide à deux nappes, 

), — 1' une hïperbole, 

X' < ), < un hyperboloïde à une nappe, 

>. = une ellipse réelle, 

< X < 2 un ellipsoïde réel, 

X := 2 un paraboloïde elliptique, 

2 < À < + «) un hyperboloïde à deux nappes. 

195, Théorème. — Le lieu des sommets des trièdres trirec- 
tangles circonscrits à une quadriqtte à centre est une sphère 
concentrique à la quadrique et dont le carré du rayon est égal 
A la somme des carrés des demi-axes . 

Soit M(s:, p, y) un point du lieu; eonsidi5rons le cône cir- 
conscrit il la quadrique 

f(u,v,w.r) = au^-ha!v^-h- ^ 0, 
et ayant pour sommet le point M , et écrivons que ce cùne peut 
être inscrit dans un trièdre trirectangle. 
Les équations tangentielles de ce cùne sont 
f{v, V, IV, r) =. 0, 
u% -\- vp -^ ii?-( -\- r ^ ; 
l'équation de la conique do l'infini de ce cône est 

Pour que ce cône puisse être inscrit dans un trièdre trirec- 
tangle, il faut et il suffît que la somme des coefficients de 
ti^, v^, w^ dans cette équation soit nulle ; on obtient 

^(«2 _l_ fl2 -1- .fS) _ 2ca — 2c'p — 2c°-ï + « + a' -+- a" ^ 0. 

On reconnaît l'équation d'une sphère ayant pour centre le 
point [-7-1 -7-ï --r)^ c'est-à-dire le centre delà quadrique. 
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Le carré du rayon est égal 

ad — c^ + a'd — c'- -+- a°d — c"^ 
_. ^, 

ou 

s, + S; + S, 
d ' 

St, Sa, Sa désignant les racines de l'équation en S; or cette 
quantité est égale à la somme des carrés des demi-longueurs 
d'axes. 

Le raisonnement s'applique à une ellipse ou à une hyper- 
bole. 

Si d = 0, c'est-à-dire si la surface est un paraboloïde, le 
lieu cherché se réduit à un plan perpendiculaire à l'axe, 
^[cx -+- c'y + ch) — {a-ha' + a") = 0. 
Il est aisé d'établir que la distance de ce plan au sommet 
est égale à la demi-somme des paramètres des sections prin- 
cipales dans !e cas du paraholoïde elliptique, et à la demi-dif- 
férence des mêmes quantités dans le cas du paraholoïde 
hyperbolique ; d'une manière générale cette distance est 
égale à 

|Si + S.| 
2^/c^ + c'^ + c"- 



En ofTct, le plan tangent au sommet s'obtient en écrivant 
que le plan 

ex -+- c'y -)- c"k -H ^ = 

£st tangent, ce qui donne 

ac'-Ha'c'^+a"c" + 2/»c'c"-|-2éVVH-26Vc'-i-2X{cS-i-c'^-i-t"^) = 0. 
La distance de ces deux plans est alors 
|_2X-(a-i-a'-Wfl")| 

ou, en remplaçant 2X j)ar sa valeur. 
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I A + A' + A°| 

Si l'on a une parabole, le lieu cherché est le plan perpen- 
diculaire au plan de la courbe et passant par la directrice. 

196. Autre métliode de réduction. — Invariants. — Ëtaiit 
donnée l'équation d'une quadrique rapportée à des axes rec- 
tangulaires, 

f{u, V, », ,•) = 0, 

nous allons établir qu'il existe certaines fonctions des ccclfi- 
cients qui conservent la même valeur quand on fait une trans- 
fonnation de coordonnées quelconques, de façon que les nou- 
veaux axes soient rectangulaires comme les premiers. Ces 
fonctions s'appellent des invariants. 

Désignons par Oa;, Qy, Os les premiei^ axes, par O'a;', O'y', 
O's' les nouveaux axes, et soient (h, ^, y), (^', f', y'), (a", p°, /) 
les coordonnées des points directeurs de Qx^ Oy, Os par rap- 
port à OV, oy, OV, et xo. I/o, so les coordonnées du point 
par rapport à ce même système ; nous aurons, en appliquant 
les formules (1) du n" 50 (dans lesquelles il faut permuter 
u, w, îo, r et m', 1^, w\ O) et en y faisant }, = i, 

w = u'a" + v'p" -f- v//, i 

r = u'xo -+- v'ya ■+■ «/so + î-". / 

Comme les deux systèmes d'axes sont rectangulaires, 
a, p, f sont les cosinus directeurs de Qx par rapport à 
OV, D'y', OV ; de même pour a', p', y', ... ; il existe donc 
entre ces neuf cosinus douze relations bien connues. 

On a d'abord 



n outre, le déterminant de la substitution 
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? T 


' ? ï' 


■ f ;■ 



7. 1^ -f 
^' ^' t' 

Cela posé, il est aisé d'établir le théorème qui suit : 
Théorème, — Lm racines de l'équaiion en S sont des inva- 
riants. 

Remplaçons dans le premier membre de l'équation 

w, V, IV, r par leur valeur (1) ; f(u, v, vj, r) devient une nou- 
velle l'orme quadratique, 

f,{u', v\ w\ r') — aiu''' -f- <i[v'^ -t ■■- -i-dir'^. 
On a donc, en tenant compte des formules de transforma- 
tion, 

/■(„, ,, .», .■) = /,(«■, .', »/, r') 

et, comme on l'a vu plus haut, 



On en déduit, quel que soit S, 
f{u, V, M), r)—S{u'-hn^-hw'')=f,{u', î/, w', ,^) — S(w'^+î)'^-!- !o'^). 

Ainsi le second membre se déduit du premier par la trans- 
formation (1). 

Si l'on désigne par F(S) et F,{S) les discriminants des formes 
quadratiques qui figurent dans les deux membres, on aura, 
quel que soit S, 

F,(S) a F(S), 

car le carré du module de la transformation est égal à 1. 
On voit ainsi que les premiers membres des équations en ft 
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sont identiques, ce qui donne Jes relations 

i, — i, 

A, -H Ai + A; ^ A + A' + A', 

a^di — i;j+((|*i, — c','^ + a'',di — c"^ = nd — c--i-a'd — c'^-i-a"d — c"-, 

d< = d. 

Les racines elles-mêmes de l'équation en S sont également 

des invariants. 

197. Nous allons déduire de ce théorème les équations ré- 
duites des surfaces (et des courbes) de deuxième classe. 
Premier CAS. d^Q. 
L'équation réduite de la surface est 

«ik'- -h a\v'^ H- o",iv'^ -t- rfji'''^ = , 
en la supposant rapportée à ses plans principaux, car ces 
plans forment avec le plan de l'infini un tétraèdre conjugué. 
L'équation en S relative à cette équation est 
(„,_S)(„',_S)(a;^S)4 = 0; 
on en conclut que «i, al, a"i sont les racines de cette équa- 
tion ; par conséquent ces nombres seront aussi les racines de 
l'équation en S relative à l'équation donnée 

/•(.., .,»,.-) = 0; 
on aura de plus 

d, = d-. 

par suite l'équation réduite sera 

Le raisonnement s'applique au cas où l'équation représente 
une conique ; il suffit de supposer par exemple a, = 0. 

Deuxième cas. d = 0. 

Rapportons le paraboloïde à ses deux plans principaux et au 
plan tangent au sommet. 
L'équation a la forme [169) 
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On voit tout d'abord que «J et ai sont les deux racines de 
l'équation un S ; en outre, en appliquant l'une des formules 
du numéro p 



ce qui donne l'équation réduite 

Ssu'^ -t- Sjm/^ ± 5mV\/c^ + c'^ ■+■ c"- = 0. 
La mélhode s'applique à la parabole. 

198. On établira, comme en géométrie plane, qu'il n'existe 
pas d'autres invariants que les quatre fonctions trouvées plus 
haut, h savoir : 

A, A + A' + A", ad — c^-i-a!d — c"'-i-a."d — c"^, d. 

199. L'interprétation géométrique de ces invariants est fort 
simple. 

La condition 

à = 

exprime que l'équation représente une conique. 
La condition 

t/ = 
exprime que l'équation représente un paraboloïde. 
La condition 

A -H A' + A" = 

exprime que le cône asymptote de la surface contient une 
infinité de systèmes de trois génératrices rectangulaires. 

Enfin la condition 

ad—c^-h a'd — c"^ + o!'d — c"^ = 
exprime que le cùne asymptote de la surface est inscrit dans 
une infinité de trièdres trirectangles. 

Il suffit de remarquer que l'équation de l'intersection de la 
surface par le plan de l'infini est 
[ad — c=K+(a'rf ■- c'>^ + [d'd — c"^)w^ -h2[M— c'c'')vw 

+ 2((,'d—c"c)vm-+-${b"d — CL')uu = 0, 
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et que cette équation exprime que le plan 

est tangent au cûne des directions asymptotiques ayant pour 
sommet l'origine. 



EXERCICES ET NOTES 



1. Le lieii des centres des quadriques tangentes à six pla^is et dont 
la somme des carrés des axes est constante est une sphère. 

au^ -h a'v^ + a'w^ ■+- 26bw + 26'icm + Wuv + Sœur + 2i/wr 

+ Zswr + î-^ = 
l'équation d'une quadrique ayant pour centre le point {«, y, s). 

En écrivant que cette quadrique est tangente à six plans, on aura 
six équations de la forme 

/"(Mi, «i, TOi, n) = auf + (t'u? H âsiUii-, + r^ — 0. 

D'autre part, l'équation réduite de cette quadrique est 
Sim'^ + Sap'^ + Sbw'^ + r'' = 0, 
^u ^2, Ss désignant les racines de l'équation 

S^î — S2(a + a' + a" — xi^^y^ — s^) + S(A + A' + A") — A = 0. 
La somme des carrés des demi- axe s est 
— (S, + S,-i-S.); 
on aura donc 

a + af-i-a" -i-k'—x^ — y''—^^ — Q; 

en éliminant a, a', a", b, h' y b" entre cette équation et les six équa- 

on aura l'équation du lieu. 

On obtient un déterminant dont les six premières lignes sont de 
la forme 

u} xi\ wf vi'iH WiUi ïiici 2xuiri -\- 2yv,ri -i- 2:w;ri -+- r^ 
et dont la septième est 

1 1 1 ftï — a;^ — 1/3 — 3', 

En développant ce déterminant par rapport aux éléments de la 
dernière colonne, on voit que le lieu est une sphère. 
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2. On donne detta) droites fixes A et A' qui ne se renconirent ftas ; 
•par ces deux droites on fait passer des surfaces (S) du second ordre, 
pottr lesquelles la somme des carrés des longueurs algébriques des 
axes ainsi qtte le produit de ces mêmes longueurs sont des quantités 



i" lYouver le lieu des centres des surfaces (S). 

2' Considérant une quelconque des surfaces (S) et le centre I de 
celle surface, on mine par le point l une droite rencontrant les deux 
droites fixes en B et B' ; calculer la distance DD', 

3° Par les points D et D', on mène des plans respectivement per- 
pendiculaires aux droites à et à' ; trouver le lieu des intersections de 

(Agrégation, 1872.) 
On pourra prendre pour équation générale de ces sui'faces l'équa- 
tion obtenue dans la note 12 du chapitre V. 

3. Lieu des pôles d'un plan fixe P par rapport à un ellipsoïde de 
grandeur constante qui tourne autour de son centre et qui est assu- 
jetti en outre à toucher tin plan donné Q. 

Prenons pour origine le centre de l'ellipsoïde, pour a\e Os une 
perpendiculaire au plan P, et pour axe des y une parallèle à l'in- 
tersection des plans P et Q ; les équations de ces plans seront alors 
3 + 7; = 0, (P) 

u(,x + we^ +1 = 0. (Q) 

D'autre part, l'équation tangentielle de l'ellipsoïde sera 

avec la condition 

Les coordonnées œ, i/, = du pôle du plan P sont données par ies 
équations 

~V ~ ij ~ ~ ~ '' 
Pour exprimer que la surlace est de grandeur constante, on écrira 
que les racines de l'équation en S sont égales aux carrés des demi- 
longueurs des ases changés de signe ; on aura donc 

aa'a" + Ibb'b" — ab^ — a'V' — tt"&"^ = — a^^^y^. 1 
On aura l'équation du lieu en éliminant a, a', a", 6, b', b" entre 
les équations (1), (3) et (3). 
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4. Trouver l'enveloppe des plans pok 
port oMiB paraboloïdes de grandeui 
droites rectangulaires concourantes. 

En prenant ces deux droites pour 
du paraboîoïde sera de la forme 

%b"uv-\-%aur^1c\ 



m, point fixe par rap- 
qui contiennent deux 



5. A l'aide de la relation 



établie dans la note 10 du chapitre précédent, on peut déduire 
les équations tangentielles réduites des équations ponctuelles 
réduites. 

On sait en effet que i'équation ponctuelle réduite d'une quadrique 
à centre est 



^"^y'- 



= 0, 



A 


B" 


B' C 


B" 


A' 


B C 


B' 


E 


A" C" 


C 


C 


C" D 



1 A B" B' I 
il = E" A' B 
1 B' B A" I 
"Il "2, "fj désignant les racines de l'équatioi 



Or 



=iS, 



= isSs : 



l'équation réduite devient donc 



et par suite l'équation tangentielle correspondante est 
Sii(^+ SiV'' + S^w^ + dr^ - 0. 

6. Longueur des axes d'une section plane d'une quadrique. 

Soit la quadrique représentée par Téquation tangentielle 

■+-tcur-i-2c'f>r -\-'2(fwr-l-dr^ = ; 
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l'intersection de cette quadrique et d'un plan P a pour équation 

f{u, V, w. r)f, - {uf, + Vf, -h xvf, ■+. rf,)^ = 0, 
en posant, pour simplifier l'écriture, 

fa — /"(«o, «0, "'0, n,), 



f. = ^ c,, 

Cette équation peut s'écrire, en développant, 
"^(«/■^ - m + "'('^To - fl) + "'V/û - fl) + 1ivv>{bf, - f,fy 

+ -Zwulb'f» — Af.) -+■ 2wi'(6"A — m) -h S,ur{cf^ - U,) 
+ -tvr(&f» — M,) + 2wKc"A — MÙ -t- ^'^W" — ft)=0- 
On aura les éléments de cette conique en formant l'équation en S 
afo-n-^ b'-f'^-M. Vfo-M^ cf,-f,f,, 

b'-f.-nh a'fa-n-'à bf«-m cro-UÏ ^^ 
È'A - A/S bf, - Us a7« - fl - S c'fo ~ m 

cfo-f,U c'fo-nU cYo-AA dfo-n 

Le coefficient de S^ est —(dfo~fl), c'est-à-dire 
— [{ad— c>J + {a'd — c'^vl -t {c^'d — c"^K + 2^"^ ~ e'o")"»'*» 

+ 21,6'd — c"cV>(i"o -+- 2{&°(I — cc')mo''o], 
que nous désignons par 

— £f(Mo, %, wn), 

en remarquant que l'équation 

exprime que le plan est tangent à la conique de rinfmi de la qua- 
drique donnée (!33). 

Le coefficient de S' est 
(»ft -m'fi- ftl ~ » - f'U)' + ("T. -«)(■!/■• - /!) 

- (=r. - M.f + («Tû -fl) w. - n - («•/■• - «)■ ; 

on peut l'écrire 

M(ûd — c^ + d'd — c's + a°rf — c"S)/-o — d{fl + fi +/'^) 
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OU, en développant, 

^[(A'-t-A°)a§+(A"-l-A)îi§ + (A + A')m|— 2Bj>om>ii— SB'woMo — 2B"!fou«] 

f,[(A + A' + A"Hué-^vl+wl) 

— {Awg H- A'ng ■+ A'yj^ + aBuijtyo + 2B'«;oM(i + 2B"M[>i;o)]. 
Nous désignerons par •^{tio, vo, !uc) ia quantité entre crochets en 
remarquant que la condition 

^(tio, "0, v-'u) =^ 
exprime que le plan 

î!i)a' + fay + luo: =; 
coupe le cône 

A*3 + PiY + A.V + aBï/s + 2B'^a^ + aB'ici/ = 
suivant deux génératrices rectangulaires (Chapitre V, Ex. b.) 

Le coefficient de — S est la somme de trois déterminants, dont 
l'un d'eux est 

6/-0 - r^f> «Yo - n ^To - m ■ d) 

Ce déterminant peut se décomposer en une somme de huit dé- 
terminants dont les colonnes s'ohtiennent en prenant une file ver- 
ticale de termes dans chacpie colonne du déterminant considéré. 

Le premier d'entre eux est Afl, ohtenu en prenant les trois pre- 
mières files ; en prenant ensuite la première file dans deux 
colonnes et la seconde dans la colonne restante, on obtient les trois 
déterminants 

\ fi <f d \ \c' fi d \ \ a' •^' fA 

qui peuvent s'écrire, en remplaçant les dérivées partielles par leurs 
valeurs développées, et décomposant chacun des trois déterminants 
en quatre nouveaux déterminants, 

— fifîi— B""» H-Ai-oJ — ftfii— B'"o H- Awû) - flfi{— C«o + Ar„). 
Enfin les autres déterminants sont nuls comme ayant deux 
colonnes proportionnelles, 
lien résulte que le déterminant (1) est égal à 

fl'lAif, - «oA - wo/i - nfi) -t- «d(BYs + BTs -1- C/i.)] 
ou, en remarquant que fo ;= ttof^ + «o/s -H «Jo/'a ■+- rafi,, 
^^fV.Af, + B"/i -i- ii% + GA) 
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OU enfin 

ulflA. 
Les deux aulres déferminants qui, avec !e déterminant (1), 
forment le coefficient de — S ont de même pour valeurs 

^m^ et wtfl^; 

il CB résulte que le coefficient de — S est 

A désignant comme toujours le discriminant de la fonction 
n^, ^, ro, r). 

Enfin le terme indépendant de l'équation en S est évidemment 
nul ; on voit donc que cette équation peut s'écrire 

S^g{ua, Bo, wo) — SYo'i'(wo, uu, t^o) + S/'^i{M^ + tîg + log) = 0. 

Premier cas. ^(tio, "o, we) :^ 0. 

Le plan donné n'est pas tangent à la conique de l'infini, la section 
est une ellipse ou une hyperbole. 

L'équation en S a deux racines non nulles, Si et S^ ; le coeffi- 
cient de r^ dans l'équation réduite de la conique est g(u(,, va, too) ; 
en remplaçant dans l'équation en S, S par — pVl"»' "o, wo), 
on aura l'équation aux carrés des de mi -longueurs des axes. 

On obtient ainsi 

p*|>(Uo, »0, Wo)]"-+-PV(«0, B0,.M>o)/i|iKM0, «0, «Hjj+fgitwJ -f cg+icj) = 0. 

On déduit de là sans peine la nature de la conique. 

Deuxième cas. y(uii, i>o, ipo) ^ 0. 

Le plan donné est tangent à la conique de l'inlini, la section est 
une parabole. 

L'équation en S a une seule racine dilférente de ïéro ; on calcu- 
lera aisément (191) le paramètre de la parabole, 

7. Démontrer que les demi-longueurs d'axes de la section de. l'ellip- 



par le plai 
sont racine 




— 1 = 




J 1_ ' j i_ ' 


J L 



Jl suffit d'appliquer lu méthode indiquée au numéro précédent. 
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8. Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu, des centres des sec- 
tions planes dont l'aire est égale à une constante donnée. 

(Coneours général, 1861.) 

9. Sections circulaires d'une quadclque. — Supposons que la 
quadrique soit déterminée par son équation tangentielle, 



coupe cette quadrique suivant un cercle, il faut que l'équation de la 
conique section, 
4/-(M, V, w, r)/-(,«, ^0, m, r,) - [uf\ + «/",„ -H wt\ + rf\.^f ^ 0, 

représente un cercle. 

On pourrait obtenir cette condition en appliquant les formules du 
a" 138 ; il est plus simple d'écrire que l'équation en S de l'esercice S 
a ses racines égales, c'est-à-dire qu'on a 

[i/{tUi, Va, loo)]^ — 4a^jî(c, Va, iuo)(mJ -H vl-\- luj) = 0. 
Remplaçons i/{ua, va, via) et p(Wii, vi,, wà) par leurs valeurs, et en 
tenant compte des relations (11 G] 

i'ad — c^) = A'A" — B% 
\a'd-~e'-^) = A"A — B'2, 
i(a"d — c"^) = AA' — B'S 
àfbd — c'c") = B'B' — AB, 
i{b'd — c"e) = S'E — A'B', 
i(6"rf— ce') = BB'— A"B', 
la condition devient 

[(A-HA'-hA'')M + «^+W) 

— (A«g -H A'fg -H A°wg + 2Bi:oiuci + âB'wctio -H 2B"t(c»o)]- 
_ Hul -\-vl-\- wl)[[k'A" - B^K + (A°A - B-')vl + (AA' - ii'")wl 
+ 2[B'B''-ABKiO(,-l-2(B"B-A'B'K"o+2(BB'-A''B>oi:o]-0. (!) 
Cette condition exprime que le plan passe par l'un des points de 
rencontre du cercle de l'infini et de la conique de l'infini de la qua- 
drique donnée. 

Pour le démontrer, considérons les deux cènes ayant pour som- 
met l'origine et s'appuyant sur ces deux coniques ; ils ont pour 
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écruations 

kx^ + AY -+- A"3^ H- 2Bi/z -h 2B'sû; + SB"œi/ = 0. 
L'équation ponctuelle générale des cônes passant par leur inter-- 
s action est 

(A -h l)^^ + (A' + X);,' + (A" + X)=ï + 2By^ + 2W^x + SB^V = «, 
et les équations tangentielles d'un de ces cônes sont 
K + l Ë" B' " 

6" A' + À B V 



r = 0. 

L'équation (2) est l'équation tangentielle de la trace de ce cùne 
sur le plan de l'infini. 

Elle est du deuxième degré en 1 ; cela montre qu'il existe deux 
coniques passant par les quatre points d'intersection du cercle de 
l'iniini et de la conique de l'infini de la quadrique donnée et tan- 
gentes à un plan ; ces deux coniques se confondent si le plan passe 
par l'un des points d'intersection dont on vient de parler. 

On en conclut que l'équation de ces quatre points s'obtiendra en 
écrivant que l'équation (2) a deux racines égales en X. 

On obtient précisément la condition (0 où mu, va, wa sont rem- 
placés respectivement par u, v, w ('). 

Or les quatre points de rencontre sont deux à deux imaginaires 
conjugués, le plan donné est réel ; il en résulte que si ce plan 
passe par l'un des quatre points, il passe par le point imaginaire 
conjugué. 

Par suite, les plans qui coupent ia quadrique suivant des cercles 
doivent passer par les sécantes communes au cercle de l'inQni et à la 
conique de J'infini de la quadrique ; on les obtiendra en écrivant que 
l'équation 

(A + l)a^ H- (A' -i- iy + {A" + X):^ -j- 2Bi/: -h 2B'3ic -i- 2B''as/ = 
représente deux plans. 

C'est le résultat bien connu que donne la géométrie ponctuelle. 



iO. Trouver le lieu des pôles des plans qui coupent un ellipsoïde 
suivant des ellipses dont la somme des carrés des asaes est constante. 
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H. On pouo'a, en se servant de l'équation en S, déterminer la 
nature des quadriques considérées dans les exercices 1 et 2 du cha- 
pitre V, et comparer les résultats obtenus. 

12. Étant donnés trois plans rectangulaires, une quadrique touche 
un de ces plans et coupe les deiisc autres suivant des cercles de cen- 
tres 'Variables, mais de rayons donnés. Trouver le ^eu des centres de 
ces quadriques et la relation qui eteiste entre les longueurs de leurs 
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CHAPITRE IX 



COOEDOHKÉES TÉTHAÉDRIQUES ET ÉQUATIONS 
GÉNÉRALES DE QUADRIQUES 



200. Considérons quatre 


plans formant i 


n Lotraèdrt 


et 


dyant 


pour équations 












X^ 


a,x--i- è,y + c,z -hdil ^ 


0, \ 






Y = 


a.2X -\- t 


3!/ + fîS + d,t - 


•>.( 




(t) 


Z = 


a^x -\- b 


y -+- cj3 -1- d-,t = 


«,\ 




ï^ 


aiX-\-b 


ty + cis H- dit = 


0, ' 






avec la condition 













h, Ci d, 

/j^ c, d, 

b'i Cg di 

hi C(. di 



Nous allons montrer que l'équation ponctuelle d'une snrfaeo 
quelconque peut s'exprimer en égalant à zéro une foncUon 
homogène de X, Y, Z, T. 

Désignons en efl'et par Ai, A^, . . ., li,, .,,, D^ les coefficients 
des petites lettres correspondantes dans le développement du 
déterminant D ; des équations {1 ) on tire 
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Dx 


= AiX + A2Y + A3Z4-A,;T 


1)?/ 


= B,X -+- BsY + B,Z -+- BiT, 


Dî 


^CX-HC.Y+CZ + CtT, 


D(: 


= DiX + D^Y + DjZ + D4T. 



Dès lors, si l'équation d'une surface est 
f{x, y, z, t) = 0, 
en remplaçant dans cette équation a:, y, z, l par leurs va- 
leurs (2), l'équation prend la forme 

^(X, Y, Z, T) =0, 
les fonctions f{x, y, s, () et o(X, Y, Z, T) ayant le même degré. 
Réciproquement, toute équation homogène par rapport à 
X, Y, Z, T peut se remplacer par une équation de même degré 
et homogène par rapport Si w,y, z, t ; il suffit de substituer à 
X, Y, Z, T leurs valeurs (i). 

On en conclut que l'équation d'un plan pourra s'écrire 
ccX + pY + yZ -H ST = ; 
l'équation d'une quadrique, 
aX^ + ^'Y^ -+- é-L^ + 2pYZ + Sp'ZX + 5p"XY 

+ 2-fXT + ^-/YT + 2v"ZT + ST'^ = 0,' 
X, Y, Z, ï désig-nant simplement des fonctions linéaires indé- 
pendantes de a;, y, s, t. 

201. Supposons que dans les relations (1) on remplace 
a', y, 3, t par les coordonnées homogènes d'un point M de 
l'espace; X, Y, Z, T prennent alors des valeurs déterminées 
qu'on appelle les coordonnées tétraédriques du point M. 

On voit ainsi que tout point de l'espace a des coordonnées 
tétraédriques définies à un facteur près. 

Réciproquement, étant données les coordonnées tétraédri- 
ques d'un point, les formules (2) déterminent à un facteur près 
les coordonnées homogènes de ce point. 

11 résulte de là qu'un point est bien défini par ses coordon- 
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nées tétraédriques, et les considérations précédentes montrent 
qae toute relation entre les coordonnées tétraédriques d'un 
point est la condition pour que ce point soit sur une surface. 

Le tétraèdre dont les faces sont représentées par les équa- 
tions (1) est appelé le tétraèdre de référence. 

On peut observer queles coordonnées tétraédriques d'un point 
sont proportionnelles aux produits par des nombres fixes des 
distances du point aux faces du tétraèdre de référence, ces 
distances étant affectées du signe -+■ si le point est par rapport 
à la face correspondante du même côté que le sommet opposé 
et du signe ^ dans le cas contraire. 

202. Étant donnée maintenant l'équation d'un plan, 

itx -+■ m/ 4- lez -\- ri = 0, 

on pourra l'ccrirc, en introduisant les coordonnées tétraé- 
driques, 

«(A,X -H A^Y -+- AjZ -1- AJ) + w(BiX + B^Y -i- B,Z -H Kï) 
-h w(C|X -1- CsY -f- CsZ -H Q,T) -H r{ï),X + D^Y -^ D3Z + DjT} == 0) 



en posant 



UX H- VY + WZ + RT = 0, 
/,U ^ AiM -h B|ji -h C,w + Dif , ■, 

7iV = AaM H- BiV -t- CiW ■+- D^r, / 

(3) 
AW = A3M -+■ BiV ■+- C3W + Daf, l 

AR = Ai« -H Biv + GiW H- Dir, / 
h étant un nombre arbitraire. 
On en déduit 

ku — atU-h «îV + ûjW -4- «iR, 1 
Au ^ 6,u-f-&2V4-è3W-i-6^R. J 
Am; = c,U -t- CaV -h CsW M- tf;R, 
Ar = rf.U-h(^V-H(<aW + ^iR. y 
Si l'on remplace dans les équations (3) w, f, w, r par les 
coordonnées d'un plan, U, V, W, R prennent des valeurs dé- 



y Google 



COORDONNÉES TÉÏRAÉDHIQ[IES 269 

terminées à un facteur près qu'on appelle les coordonnées 
tétraédriques du plan. 

Les formules (3) et(4) permettent de déduire les coordonnées 
tétraédriques des coordonnées homogènes, et inversement. 

On voit ainsi que l'équation tangentielle d'une surface, 
f{u, V, w, r) = 0, 
pourra se remplacer par une équation homogène et de même 
degré par rapport à U, V, W, R, et réciproquement. 

Par exemple, l'équation 

aU + pv-f--fW + sa = o 

est l'équation tangentielle d'un point, ce point ayant pour' 
coordonnées tétraédriques a, p, y, S. 

De même 
^V"- -+- a'V' + «"W^ + 2^VW + -ip'WU -+- 2p"UV -i- SyUR 

+ 2-f'VR + VWR+BR^ = 
est l'équation tangentielle d'une quadrique. 

Remarquons en outre que les coordonnées tétraédriques 
d'un plan sont proportionnelles aux produits par des nombres 
fixes des distances des sommets du tétraèdre de référence à ce 
plan. 

En résumé, les coordonnées tétraédriques d'un point sont 
des fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homo- 
gènes de ce point, et toute équation homogène de degré m 
entre les coordonnées tétraédriques d'un point représente une 
surface de degré m. 

De même, les coordonnées tétraédriques d'un plan sont des 
fonctions linéaires et homogènes des coordonnées homogènes 
de ce plan, et toute équation homogène de degré m entre les 
coordonnées tétraédriques d'un plan représente une surface 
(ou une courbe) de classe m, 

203. Ainsi qu'on l'a ïu plus haut, l'équation du point est 
Étant données les équations de deux points. 
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P ^ aU + pV -H r"W -H SR = 0, 

]>' =: a'U + p'V -i- f'W + S'H ^ 0, 
Téquation générale des points situés sur la droite qui joint ces 
deux points est 

ie rapport ~ étant proportionnel au rapport des distaoccs du 
point aux deux points P et P'. 

Désignons par ABCD le tétraèdre de référence ; les som- 
mets A, B, C, D ont respectivement pour équations 

U = 0, V = 0, W ^ 0, R = 0, 

les points d'une arête, AB par exemple, ont pour équation 

XU + ^iV = ; 

les points d'une face, ABC par exemple, ont pour équation gé- 
nérale 

W + i^Vh-vW = 0. 

Les faces BCD, CAD, ABD, ABC ont respectivemonl poui' 
équations ponctuelles 

X = 0, Y = Ù, Z = 0, T = 0. 

Un plan quelconque passant pai- l'arôte AB sera représenté 
par i'éqnation 

\7. -H [xT = 0. 

Si Ui, V„ Wi, Ri et U., V,, W,, Rj sont les coordonnées 

tétraédriques de deux plans V, et P^, tout plan passant par 

l'intersection a pour coordonnées 

U = XU, -+- nUa, 

V = Î.V, + !iVî, 

W = ),W, + [iW3, 

R = iR, H- [j;R^.. 

Ce plan fait avec P; et P, des angles dont le rapport des 

I ^ 1 
sinus est proportionnel à — ■ 

[Voir Première Partie {Géom. plane), a." 228]. 
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1 signe constant, le plan P se meut dans 



un angle déterminé des deux plans P, et Ps, mais dès que — 
change de signe, le plan passe dans un autre angle. 

Enfin, étant donnés deux plans P(X. n) et P'(>.', ji') passant 
par l'intersection de Pi et de Pj, l'un des rapports anharmoni- 

IX' .„ 1 \' 
ques de ces quatre plans est — : — 7 , et si 1 on a — ■= 71 

H [t' i^ |i 

les plans P et P' sont conjugués harmoniques par rapport à 



204. Soil 

/■(,U, V, W, R) = 

l'équation tangentielle d'une surface ; son équation ponctuelle 
en coordonnées télraédriques s'obtient en éliminant U. V, 
W, R et X entre les équations 

f'^ — U = 0, 

/■;. — ),Y = 0, 

fX,. — \z = û, 

f\ — ),T = 0, 

UX -h VI' + WZ + RT = 0. 

Si l'équation est du deuxième degré, 

/■(U, V, W,E) = aU^-t-fl'V^ -!-■■■ dK' = 0, 
l'équation ponctuelle s'écrira 

h" 1/ c 
a h r! 



le discriminant de /'(U, V, W, R) étant supposé différent de 
zéro. 

Tout ce qui a rapport aux plans tangents, aux pôles et po- 
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laires dans les quadi'iques, à toutes les propriétés descriptives 
se traite de la même manière en coordonnées liomogènes et 
en coordonnées tétraédriques. 

Une surface développable sera représentée également par 
deux équations tangentielles. 

Une équation représentera une courbe si le Hessien est di- 
visible par le premier membre de l'équation, etc., etc. 

205. Nous laisserons complètement de côté les coordonnées 
tétraédriques dans l'étude des propriétés métriques des figures ; 
elles donnent lieu à des calculs trop pénibles, comme on peut 
s'en rendre compte en lisant les ouvrages de Painvin et Kœhlbr. 

Au contraire, dans l'étude des propriétés descriptives, ces 
coordonnées peuvent rendre de réels services, comme nous 
allons le voir par la suite. 

Voici tout d'abord un exemple fort sim])lc. 

206. Quadrlqucs conjuguées par rapport à un tétraèdre. 

Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence, et soit 
/(U, V, W, RI = (îU^ + «'V^H-a"W^ + 2ôVW-i---- dR^ ^ 
l'équation d'une quadrique. 
Le pâle d'un plan (Uo, Vo, Wo, Rc) a pour équation 
Uo/i -+- V^/'v 4- W/iv + Ro/'f. = ; 
écrivons que le pôle du plan BCD, 

i. f^ :=a\J-\- b"\ + 6'W -+ cR = 0, 

est le point A, c'est-à-dire a pour équation 
U = 0. 
On en déduit 

/,» = b' = c = 0. 
De même, en écrivant que le pûle du plan CAD est le point 
B, , . . etc., on trouve 

b = b' = l/ = c = c' = €" ^0, 
de telle sorte que l'équation générale cherchée est 

hU^ + a'V^ -h a"W -H dR^ = 0, 
comme nous l'avons trouvé au n" loi. 
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207. Dévcloppable commune A deux quadriques. — Étant 
données les équations ponctuelles de deux quadriques en coor- 
données homogènes ou tétraédriques, 

f{x, y, z, l) = 0, f,{x, y, z, l) = 0, 

on sait que ces deux quadriques se coupent en général suivant 
une courbe gauche du quatrième degré, qu'on appelle une 
quartique gauche, et que l'équation générale des quadriques 
qui passent par cette quartique est 

f{x,y, s. t) + lf,{x,y, z, t) = 0. 
L'ensemble de ces quadriques forme un faisceau ponctuel. 

En transformant par le principe de dualité, on voit qu'étant 
données les équations tangentielles de deux: quadriques, 

/■(«, V, w, r) = 0, t\{u, V, w, r) = 0, (1) 

tous les plans tangents à ces surfaces enveloppent en général 
une surface développable de quatrième classe dont les deux 
équations qui précèdent sont les équations tangentielles ; cette 
développable est ce qu'on appelle la développable commune 
aux deux quadriques, et l'équation générale des quadriques 
inscrites dans cette développable est 

L'ensemble de ces quadriques forme un faisceau tangentiel. 

Il peut arriver que Tune des équations (1) représente une co- 
nique ; les plans tangents à la développable s'obtiendront en 
menant par chaque tangente de la conique des plans tangents 
k la quadrique. En joignant le point de contact de la tangente 
h ceox des plans tangents, on aura deux génératrices de la sur- 
face développable. On voit ainsi que par tout point de laco- 
nique passent deux nappes de la développable; c'est pour cette 
raison que l'on dit que la conique est une conique double de la 
développable . 

De même, si les deux équations (1) représentent toutes deux 
des coniques, ce seront deux coniques doubles de la dévelop- 
pable. 
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208. Théorème. — La déaeloppaàle commune à deux quadri- 
ques contient en général quatre coniques doubles dont les plans 
sont les faces d'un tétraèdre conjugué commun aux deux gua- 
driques. 

Pour que l'équation 

fin, V, w, r) +y\{u, V, w, r) ^ Ù 
représente une conique, il faut qu'il existe un système de va- 
leurs de u, f, IV, r annulant les quatre dérivées partielles du 
premier membre de l'équation, c'est-à-dire vérifiant les équa- 
tions 

fjn du 

dv dv 

f + >.-^=0, 

On a quatre équations homogènes à quatre inconnues ; pour 
qu'elles soient vérifiées par des valeurs non toutes nulles des 
inconnues, il faut que le déterminant soit nul, ce qui donne 
une équation du quatrième degré en î>. 

Il y aura donc quatre coniques doubles sur cette dévolop- 
pable. 

Je dis maintenant que les plans de deux de ces coniques 
sont conjugués par rapport à toutes les quadriques inscrites 
dans la développable. 

Soient, en effet, ^i et \ deux racines de l'équation du qua- 
trième degré, et («i, ui, iWi, r^, («s, Vi, w^, r^) les coordonnées 
des plans des coniques correspondantes ; on aura 
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# + '# = » 


#+'.# = ». 


l^^s=- 



H = i 



Multiplions les quatre équations de gauche respectivement 
par «2, Uî, ws, fj, puis ajoutons ; multiplions de même les 
quatre équations de droite respectivement par u,, v^, w„ r,, et 
ajoutons. 
Posons, pour simplifier l'écriture, 

df df Of df 

OU;, aVi c)w, (jTî 

dh àf, àf, dfi 

dui ovî fhOi ài'i 

H -i- À,K = 0, 
H + Ui = 0, 

K = Û, 
et l'on a, quel qae soit )., 

H + ),K = 0. 
On en conclut que les deux plans sont conjugués par rap- 
port à la quadrique 

A». «, », >•) + >./■■(», », », ri = 0, 

ce qui démontre le théorème. 

209. Ce théorème est le corrélatif du suivant, que l'on éta- 
blit en géométrie ponctuelle : 

Par l'intersection de deux quadriques onpeut faire passer qua- 
tre canes dont les sommets forment un tétraèdre conjugué com- 
mun par rapport à toutes les quadriques quipassentpar la quar- 
tique . 

Comme il n'existe qu'un seul tétraèdre conjugué commun 
par rapport à deux quadriques, on en conclut que les sommets 
des cônes passant par l'intersection de deux quadriques sont 
situés trois à trois dans les plans des coniques doubles de la 
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développable commune ; les trois points situés dans le plan 
d'une conique sont les sommets d'un triangle conjugué par 
rapport à cette conique, 

210 bjiii louloir discuter complètement ici la nature de la déve- 
loppable commune à deux quadricfues, nous niions établir un résul- 
tat important, qui nous sero prochainement utile. 

Si deîtï quadi iques sont tangentes en im point, deux des eoniques 
doubles de la développable commune sont confondues suivant une- 
co-ntque siUtee daiis le plan tangent commun, et les deux autres coni- 
ques doubles sont tangentes à ce plan tangent. 

Considérons deux quadriqnes tangentes au plan des xy à l'ori- 
gine et ayant pour équations 

f(u,v, io,r) = ûifS ■+■ a'v^ + 2ô"mo -1- 2cur ■+ 2c'vr + 2c"wi- -j- dr^ = 0^ 
fi{u, i!,w,r] = ai0 + a',v^ + 2b',uv-V2c,uy+2c[vr-+-2c'',wr+d,7^ = 0. 

écrivons que le discriminant de f[u, ^!,^o, r) + '^f,{u,v, iD,r] est 

- la, b~ + Ib", c - 



W + )<)^[[û -1- ),«,}(«' +W,) - (h" + VnY] =. 0. 
A la racine double — -^ correspond une conique situce dans 

le plan des my ; on voit de plus que toutes les quadriques du fais- 
ceau tangentiel touchent le plan des xy ; il en est de même des 
deux autres coniques doubles de ce faisceau. 

Réciproquement, étant données une qv,adrique et une conique- 
située dans un plan tangent, la développable commime admet la coni- 
que don/née cotnme conique double comptant deuai fois, elle a en outre- 
deux autres coniqit es doubles qui touchent le plan tangent, 

La démonstration est la même ; on considérera la quadrique tan- 
gente au plan des xy, 

f{u,v,v>,r) =: a# -H aV + -2b"uv -\- 2mi- + 2c'iij- +2c"iu!--H dr^ — 0,. 
et la conique 

/■,(«,«,!■) = QiM^ _(_ a;p2 _|_ 26°t,i, + soiwr -4- 2c',ur -H ^,î-^ = 0. 
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2H. De même que huit points déterminent une quartique 
gauclïe.huit plans tangents déterminent une surface dévelop- 
pable de quatrième classe. 

On établit aisément les théorèmes qui suivent : 

Il existe une quadrique et une seule tangente à neuf pians qui 
ne sont pas tangents à une surface développabte. 

Toutes les quadnqvss qui ont sept plans tangents communs 
sont tangentes à un huitième plan. 

212. Si l'une des deux quadriques (1) se réduit à un système 
de deux points, la développabîe commune se compose de deux 
«ônes ayant pour sommets ces deux points. 

Supposons par exemple 

/;(., », », .■) s PQ, 

P et Q désignant des fonctions linéairos et homogènes ; 
l'équation 

/(«,»,», .■) + XPQ = (S) 

est l'équation générale des quadriques inscrites dans les deux 
cônes de sommets P et Q circonscrits k la quadrique S 
représentée par l'équation 

fin, V, », ,.) = 0. 

Il est aisé devoir que toutes ces quadriques sont tangentes 
à la quadrique S aux points de contact des plans tangents 
menés à cette quadrique par la droite PQ. 

Soient, en effet, ï(i, u,, (Ui, )', les coordonnées d'unde ces 
plans tangents ; on a 

/■(il,, u,, wu i\) ^ 0, i\ = 0, Qi = 0. 

Le point de contact de ce plan et de la quadrique (2} a i)0ur 
équation 

<; + "/■;, + -^fi; + '/:■, + ?.(pQ, + p^Q) - u 

qui représente le point de contact de ce plan et de la quadri- 
que S. 
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On en conclut que si la développable commune à deux qua- 
driques se réduit à deux cônes, les deux quadriques sont bi- 
tangentes. 

Réciproquement, je dis que si deux quadriques sont bitan- 
gentes, elles sont inscrites dans deux cônes. 

Prenons en effet pour tétraèdre de référence un tétraèdre 
ayant deux de ses sommets A et B aux points de contact 
des deux quadriques et les deux autres G et D sur la droite 
intersection des deux plans tangents communs, et désignons 
par 

t( = 0, i> = 0, w = 0, r^Q 

les équations des sommets A, U, C, D. 
Soit 

f{u,v,iv,r) = au' + i<!v''¥---dr' = (} 

l'équation d'une quadrique. 

Écrivons que Ip pôle du plan ACD (doni les coordonnées 
sontO, 1, 0, 0} est le point A. 

Le pôle du plan ACD a pour équation 

on doit avoir 

De même le pùle du plan ISCD, 

J: /^ = (,u -H //„ -H h'w + cr =^ 0, 

doit être le point B, donc 

a = f = c = i), b"=tO. 

L'éqnation générale des quadriques tangentes en A et B 
aux plans ACD et BGD est donc, en faisant 0" = 1, 
a'w^ ■+- 2mï! •+• "^c'wr -hdr- = 0. 
Considérons deux quadriques tangentes en A et B à ces 
deux pians ; leurs équations seront 

a V + 2w)! + 2c°wi' -+- dr- = 0, 
0°!^^ -h 2wîi H- tcitvr -h diT^ — ; 
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en rotranchant ces deux équations, on a 

(a" _ al)w'' + 2(c" — c",)ivr -+-{<( — rf,)r= ^ 0, 

équation qui représente deux points situés sur CD, car le pre- 
mier membre est décomposable en un produit de deux facteurs 
de la forme aw -h ^r. 

Il en résulte que la développable commune se réduit à 
deux cônes ayant pour sommets ces deux points. 

On en conclut aussi qu'étant donnée une quadrique 

A», ,, », .•) = 0, 

l'équaLion gontirale des quadriques bilangentes à cette qua- 
drique est 

P et Q étant des fonctions linéaires qui, égalées à zéro, repré- 
sentent deux, points situés sur la droite intersection des plans 
tangents communs, et X, ji, v désignant des paramètres arbi- 
traires. 



213. On sait que la condition nécessaire et suffisante pour 
que deux quadriques soient bitangentes est qu'elles se coupent 
suivant deux courbes planes ; il en résulte que si deux qua- 
driques se coupent suivant deux courbes planes, leur dévelop- 
pable se réduit h deux cônes, et inversement. 



214. Quand la développable commune se réduit à doux 
cônes, ces deux cônes sont bitangents, ils se coupent suivant 
deux courbes planes qui sont deux coniques doubles de la dé- 
veloppable ; les deux autres sont confondues suivant la conique 
singulière formée par les sommets des deux cônes. 

Considérons en effet deux quadriques tangentes en A et B 
aux faces ACD et BCD du tétraèdre de référence, 



f-Si^ 



4- dr^ - 0, 
h d,r^ = ; 
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l'équalion en >> est 
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Elle admet une racine double, à laquelle correspond une co- 
nique qui se réduit aux sommets des deux cônes. 

215. Si i'équation 

f[u, V, «>, r) + ÀPQ = 

représente une conique, cette conique est à l'intersection des deux 
c6nes circonscrits à la quadrique S et ayant pour sommets les 
points P et Q ; cette conique est bitangente à la quadrique. 

Il résulte de là que la condition pour qu'une quadrique soit de ré- 
volution est qu'eue soil bitangente au cercle de l'inlini, ou, ce qui 
revient au même, que sa trace sur le plan de l'infini soit bitangente 
au cercle de l'inflni. 

En efl'et, on sait (183) que la condition pour qu'une quadrique 
soit de révolution est que 

fl,., V, »,r)-S(.' H- .■ + ..•) 
soit identique à un produit de deux facteurs linéaires ; on en con- 
clut que la surface 



et la courbe 
sont bi tangentes. 

216, Nous avons obtenu ai 
driques tangentes en A et lî 
de référence ; cette équation i 



r). 



" 2i2 l'équation générale des qua- 
IX faces AGD et BCD du tétratdre 



: sont les équations des points A et I 



Comme u = 
et que l'équatiot 



représente deux points si 

des quiidriques tangentes à deux plans en deux points donnée 

et B est 



n peut dire que l'Équation généi'ale 
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A et B désignant les premiers membres des équations des deux 
points de contact et P, Q désignant les premiers membres des 
éijuations de deux points quelconques situés sur l'interseciion des 
deus plans tangents. 

On voit de plus que l'équation est vériEiéo par toutes les solutions 
des équations 

A = 0, P = ; 

on en conclut que tous les plans passant par la droite AP sont 
tangents à la surface, et cela ne peut avoir lieu que si la droite AP 
est située sur la surface. 

L'équation 

Ali + f'U ~0 
est donc l'équation d'une surface passant par les quatre droites AP, 
PB, BQ, QA. 

Ainsi, étant donnés sur Oik un point A, d'abscisse «, sur Os un 
point B de cote b, l'équation générale des quadriques tangentes 
en A au plan des soy, en B au plan des i/s est 

{tia-t-r){wb + r]+av^ 4- ^r + -ff^ ;:: 0, 
a, p, Y désignant des paramètres variables. 

Si le trinôme 

a ses racines réelles, égalé à zéro il représente deux points réels C 
et D situés sur Oy ; on en conclut que la surface est réglée et cir- 
conscrite au quadrilatère gauche ACBD, 

Si au contraire ce trinôme a ses racines imaginaires, la surface 
n'est pas réglée. 

217. On peut déduire de là l'équation générale des paraholoïdes 
tangents à un plan P en un point donné A et dont l'axe a une 
direction donnée. 

Il suffit d'écrire l'équation générale des quadriques tangentes au 
plan P au point A et au plan de l'infini, le point de contact étant 
dans la direction de l'a\e. 

Soient «di ^oi =o l^s coordonnées du point ,A, 

Mo(œ — iEfll + «„(!/ — ij„) + t«o(3 — =,) = 

l'équation du plan P et a, (i, f les paramètres directeurs de l'axe. 
L'équation du point de contact avec le plan de rinlini est 

11 faut maintenant l'équation de l'ensemble de deux points h l'in- 
fini dans le plan P. 
Soient l, m, «, les coordonnées d'un point à l'inlini dans le 
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plan P ; on aura 

ou, si l'on suppose v>n :^ 0, 

l'équation de ce point sera 



i(,.», -«.,)+ m(.«., _ .Cl.,) = 0. 
L'équation générale des paraholoîdes est donc 

(«œn -H cy^ + jcîo + r){a.u + pu + fw) + A(m'Co — wu^f 

-i- Bluwo — «1*11)^ + C(î<M'û — !Cli|,l(utU(, — rOKfl) z=. 0. 

Si le plan P est perpendiculaire à la direction de l'axe, c'est-à- 
dire hi 

le point A est le sommet de la courbe. 

218. Revenons à l'équation générale 

f{u,v,w,r) + 'KPCi = (i. (2) 

Si Téquation 

/■(", 0, », •■) = 

représente une conique C, l'équation (2) est l'équation géné- 
rale des quadriques inscrites dans les deux cônes ayant pour 
sommets les points P et Q et pour directrice la conique C. 
Toutes ces quadriques sont bitangentes en deux points de la 
conique C; ce sont les deux points de contact des tangentes 
menées à cette conique par le point où la droite PQ rencontre 
le plan de k courbe. 

219. Enfin si /(«, v, w, r) est décomposablc on un produit 
de deux facteurs linéaires MN, l'équation 

MN4-ÀPQ = 
est l'équation générale des quadriques circonscrites au quadri- 
latère gauche MPNQ ; la démonstration résulte de ce que nous 
avons dit au n° 216, mais on peut le voir encore de la manière 
suivante : 
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Cherchons l'équation générale des quadricjues passant par 
les arêtes AB, BC, CD, DA àa tétraèdre de référence. 

Il faut écrire que l'équation est vérifiée pour les coordon- 
nées de tous les plans passant par AB, c'est-à-dire pour u = 0, 
« = 0. 

L'équation doit de même être véritiée pour j- — 0, mi=^ 0; 
puispour !(;=0, i' = 0; el enfin pour r = 0, m = 0. 

En partant de l'équation générale 

on obtient aisément l'équalion. 

2ô'ww + 2c'w' = ; 
elle est de la forme 

AC ^- XBD = 0, 

A — 0, G :^ Û, B ~ 0, D = désignant les équations 
des sommets A, C, R, D. 

220. Théorèmb. — Le lieu des centres des guadriques passant par 
les côtés d'un quadrilatère gattche est la droite qui joint les milieua: 
des diagonales. 
Soit, en effet, 

MN + ÂPU = 
l'équation générale des quaiiviques conteniinl ios droiles MP, PN, 
NQ, QM, et posons 

M = Wiîi + mtv+msiD + r, 
N = «ji! + n-iV + îijît -H r, 
P =; piU -HpîH + piio -H r, 
= 5]M -h qi^ + Saïf + r. 
Le centre de la qnadrique a pour coordonnées 
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ce qui monire que ce point est sur ]a droite qui joint le milieu 
de MN au milieu de PQ. 



221. Surfaces circonscrites. ~ Supposons que dans l'équa- 
tion (2) du numéro 2i8 les deux points P et Q soient confon- 
dus ; l'équation devient 

{fu,v,w,r)-\-iP^ = 0. (3) 

Elle représente des surfaces inscrites dans le cône C cir- 
conscrit à la surface S et de sommet P ; de plus, ces surfaces 
touchent la surface S en tous les points de la courbe de con- 
tact de cette surface et du cône C. 

En effet, considérons un plan tangent {u„ v,, îw,, r,) au cône 
C ; on aura 

fi'M, î)„ IV,, n) = 0, Pi =0. 

Ce plan est langent à toutes les surfaces (3), le point de con- 
tact a pour équation 

u!\ + vfi^ -+- M'A, + ■■/'!; -f- 2> PP, = 

ou 

"/;, + »/;,+<,+■■/;■, = 0. 

ce qui donne le point de contact avec la surface S. 

Donc toutes les surfaces représentées par l'équation (3) sont 
circonscrites à la surface S en tous les points de la section par 
le plan polaire du point P. 

Réciproquement, nous allons démontrer que toute surface 
jouissant de cette propriété est représentée par l'équation (3), 
où S'on donne à X une valeur convenable. 

Menons h la quadrique S trois plans tangents par le point P; 
ces trois plans coupent le plan polaire du point P suivant un 
triangle ABC. Prenons le tétraèdre PABC comme tétraèdre de 
référence, et cherchons l'équation générale des quadriques 
tangentes aux plans PBC, PCA, PAB, les points de contact 
étant respectivement situés sur BG, CA, AB. 

Le pôle du plan PBC (x = 0) a pour équation 

-!-/■; = au -+- l/v H- Jhu -h cr = ; 
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pour que ccUe équation représente un point de BC, on doit 
avoir 

a = 0, c = 0, 

et l'équation du point de contact est 
Ifv -4- é'w = U . 
De même, pour que la quadrique soit tangente au plan PCA, 
le point de contact étant sur C\, il faut qu'on ait 

a! =3 0, r' = 0, 

l'équation du point de contact étant 

l/'u-hbvj = 0. 
Enfin pour que la quadrique soit tangente au plan PAB, le 
point de contact étant sur AB, on doit avoir 

a" = 0, c" = 0, 

l'équation du point de contact étant 

è'ïi-hbv ~ 0. 
L'équation générale des quadriques cherchées sera 

f{u, V, w, y) = ^l/v + ^b'wu + ^//ui}w-i-dr^ = 0. 
L'équation de la quadrique S sera de cette forme ; une autre 
quadrique tangente à S en tous les points de la section par le 
plan ABC sera en particulier tangente à S aux points de con- 
tact des plans PBC, PGA, PAB; elle aura une équation de la 
même forme, les coefficients b, û', h" étant les mêmes puisque 
les points de contact sont les mêmes, 

/,(», p, u\ r) = 'ilmw -+- ll/wu + U'uv -^ d,r' = ; 
on tire de là 

f{u, V, w, rj-Mu, V, w, r) = {d-d,y 
ou 

/,(m, V, w, r)^f[ii,v, iv,r) — {d — d,V', 

ce qui démontre notre théorème. 

On peut remarquer que la démonstration qu'on vient de faire 
établit le théorème suivant : 

Si dettx qitadnques sont tangentes en trois jioints, elles sont 
circonscrites le long d'une même conique. 
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B commune aux deux qiiadriques 
/(«, V, 10, r) r: 0, P^ = 

se compose d'un cône double ; les coniques doubles de celle 
développable sont d'une part la conique section de la surface S 
par le plan polaire du point P, conique suivant laquelle se 
raccordent toutes les quadriques du faisceau, d'autre part le 
sommet du cône compte trois fois comme conique double. 

En effet, rapportons laquadrique S à un tétraèdre conjugué 
ayant pour sommet le point P. L'équation de cette quadrique 
■est 

le point P ayant pour équation r := ; l'équalion générale 
des quadriques du faisceau tangentiel est 

au' + a'a^ -i- aV + dr^ ■+■ Ir- = U ; 
elle représentera une coniqiie, si l'on a 

d + l -0; 
cette équation admet la racine ^ — — d, à laquelle corres- 
pond la conique de contact du cône de sommet P, puis elle 
admet aussi trois racines infmies auxquelles correspond le 
point P, considéré comme point double. 

223. Il résulte de là que si l'équation 

A..,», », .■)+;,P' = 
représente une conique, cette conique est la section delà sur- 
face S par le plan polaire du point P. 

224. Si l'on suppose maintenant que l'équation 

/■(.,.,»,.') = o 

représente une conique C, l'équation 

sera l'équation générale des quadriques contenant cette co- 
nique C et tangentes en tous les points de cette conique au 
cône de sommet P qui s'appuie sur la conique. 
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En laissant indéterminés les coefficients de P, on aura 
l'équation générale des quadriques contenant la conique C. 

L'équation tangentielle de la sphère étant 

R= („î + „. + ^s) _ {„a + „^ + w-f + r'^ = 0. 
on voit que !a sphère contient le cercle de l'infini, et que les plans 
tangents à la sphère en tous les points de ce cercle passent par le 
centre. 

Exemple, — Soit l'ellipse 

aHi^ 4- bV — )-2 = 0, 
située dans le plan des a;i/; l'équation générale des quadriques 
contenaot cette ellipse est 

ahfi -\- ô%î — H + 1[m + ^ + -;io -h Si-)^ = 0, 
H, P, ï, S désignant les coordonnées homogènes du pôle du plan 
des a:i/. 

225. Exeriîice. — Lieu des sommets d'un paraboloi.de ellqHique de 
grmidew constante passant par une 'parabole . 

Prenons des axes rectangulaires, l'ase Gx et l'axe Oj/ étant res- 
pectivement l'axe et la tangente au sommet de la parabole donnée. 
L'équation de celte parahole sera 

■pv'- — Sur = 0, 

et l'équation générale des parabololdes contenant cette parabole est 

X>a— 2wr)+(au + ^« + -;wj^ = 0. 

Pour écrire qu'il est de grandeur constante, je forme l'équation 



sa _ S(fi^ H- f -f- Ip) -\- Ipf = 0. 

Comme la surface doit être un paraboloïde elliptique, cette équa- 
tion a ses racines de même signe, donc X doit être positif, on peut 
supposer ), = 1. 

L'équation réduite de la surface sera 
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de telle sorte que S^ et Sj sont les paramètres des sections princi- 
pales; désignons par a et ù ces paramètres; on aura 

pf = ob, 

■'■"'' ' ,i) 

'' V > 

Nous aurons le sommet en prenant le point de contact du plan 
tangent perpendiculaire à l'axe. 

L'axe est parallèle à Çix, un plan perpendiculaire, 
<^^h = 0, 
sera langent si l'on a h ~ —■ 

Les coordonnées du point de contact de ce plan sont 

x = -j, !/ = - ='i, = = - ay. (2) 

Kn éliminant a., [i, -; entre (1) et (2), on aura les équations du 
Les équatio 



cl en remplaçant fi^ et y^ par leurs valeurs (1) 
._ 2!— p«»-pl ^, 



ces deux équations représentent deux cylindres paraboliques qui se 
coupent suivant deux paraboles situées dans des plans passant par 
Oa;. Ces deux paraboles constituent le lieu demandé, 

226. En s'appuyant sur ce que nous avons dit au numéro 
224, on peut obtenir aisément l'équation de la conique, sec- 
tion d'une quadrique 

flu, ,, », r) = 
par un plan Po(wo, v„, Wa, r„). 

L'équation sera de la forme 

/■(«, », », r) + »(»/■;, + «fi, + »/■;.. + '-/y = », 

et on déterminera )> en écrivant que l'équation est vériliée par 
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les coordonnées du plan Pi, ; on trouve 

;_ ' 

4/'(wo, Va, îl-'c, n) 
et l'équation cherchée est 

(«/:.+«/;, + »/;, + r/y= - if{u. v. », r) /(»., .., »„ ,•.) = o, 

227 . Si le point P est situé sur la quadrique S, l'équation 

est l'équation générale des quadriques contenant les génératrices de 
la surface S qui passent au point P et ayant mêmes plans tangents 
c[ue cette surface en tous les points de ces génératrices. 

Prenons, en effet, pour ases des a et des y, les génératrices de 
la surface S au point P ; l'équation de cette surface est 

f{u, V, w, r) = Site + âcur -h '2c'vr -+■ 2d'ior + dr^ = 0. 
Considérons ensuite une deuxième surface Si passant par les deu\ 
axes Oa: et 0^ ; son équation est 

f,{u, -0, «1, !■)= %ut}-h2ciur + 2c',vr + 2c",ior-i-dir^ = 0. 
En écrivant que le point de contact d'un plan passant par Ox 
(0, V(,. ic„ 0) est le même dans les deux quadriques, on a 

c'uo + o'ico — o',vo-i-c"u\ ; 
piiur que cette égaUté ait lieu quel que soit le plan, ou doit avoir 

de même pour que les deux surfaces se raccordent le long de Oy, 
on doit avoir 

il en résulte que l'équation de la surface Si est de la forme 
f{u, D, lo, r) -{-\r^ = 

228 . Examinons maintenant le cas oii les deux équations 

représentent deux coniques C et Ci situées dans le même plan. 

Il est aisé de voir que l'équation 

f[ii, V, w, »-) + >/.(", ", ^,r)-Q 
est l'équation générale des coniques tangentes aux tangentes com- 
munes <i C et à Cl. 

Prenons en effet pour plan des osy le plan des deux coniques ; en 
faisant la transformation de coordonnées, f{-u, v, lo, r] devient 
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f{u', v', r'), fi(i(, V, w, r) devient 'Oi("', »', >■'), et réquation 
précédente s'écrit 

ce qui démontre le théorème. 

De même, si P =^ 0, Q = sont les équations de deux points 
situés dans le plan de la conique G, 

f{u, V, w, r) + lPQ = Q 
est l'équation générale des coniques tangentes aux tangentes issues 
des points P et Q à la conique C ; 

flu,v,w,r-) + lV^- 
est l'équation générale des coniques bitangentes à la conique C aux 
points de contact des tangentes menées par le point P, ... etc. 
[Voir Première Partie {Géom. plane). Chapitre XL] 
Si les quatre points 

P^O, Q = 0, R = U, s = a 
sont dans un même plan, l'équation 

est l'équatioii générale des coniques tangentes au.'i droites PK, KQ, 
OS, SP ; enfin 

PQ + XRs = 

est l'équation générale des coniques tangentes en P et Q aux 
dïoites PR et QR. 

229. Quadrlqucs tangentes aux faces d'un tétraèdre. — Si l'on 
prend le tétraèdre pour tétraèdre de référence, en écrivant que 
l'équation générale du deuxième degré en m, v, w, r est vérifiée 
par les coordonnées des faces, on voit que tes coefficients de u^, v^, 
■ufi, r^ sont nuls, et l'équation taogentielle générale des quadriques 
tangentes aux quatre faces est 

ibwD +'ih'wu-i-ib"u'0 -\-2cui- + 2c'vr -^-20"^^- = fl. 
L'équation ponctuelle est 

b" b' c 

h" ù b c' 

b' b c" 



elle peut s'écrire, développée, 

&c'c"ap2 + 6'c"ci/ï + 6"cc'î' + bb'b"fi — (6'c' + b"c" — bi:){eyî + bmt) 

— {bV + 6c — 6'c'l(c'3œ+ b'yt) — (Se + ô'c' — b''c'')ic"x!y ■+■ b'zt) — 
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230. Uuadriques passaat par les sommets d'un télraéUi'e. — 
En prenant le tétraèdre pour tétraèdre de référence, on trouve pour 
équation ponctuelle de ces Cjuadriques 

aBi/:-!-2B'3œ + aB"iCT/4-2Cwi + 2C'i/' + 2C"ii = 0, 
et pour équation tangenlielle 
BC'G't(=+B'C"C«^+B''CC'wî+BB'B>^— (0'C'+lï''C"-iiC)(C-Jw-l-lïi(.-) 

— (B"*;" + BC — B'Gyfi'wu + B'vr) 

— (BC -1- B'C - i^'CiiCuv -i- B"ior) = 0. 

231. Quadriques tangentes aux six arêtes d'un tétraèdre — 

Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence, et désignons par 



les équations des sommets A, B, G, D de ce tétraèdre. 

Soit 

f{u, V, w, r) = au^ + a'V' + . . . dr^ = 
l'équation d'une quadrique , 

Pour qu'elte soit tangente au côté CD par exemple, il faut que les 
deux plans tangents qu'on peut mener à la quadrique par cette 
droite soient confondus. 

Un plan passant par CD a pour équation 

il sera tangent à la quadrique si l'on a 

fl + a9.î + 26'')> — ; 
et la droite CD sera tangente si les deux racines de celte équation 
sont égales, c'est-à-dire si l'on a 



On a 



;, en écrivant que les cinq a 



Ces équations montrent que les coeflicients u, : 
être de même siipe ; on peut les supposer positifs , 



, a", d doivent 






j" = ± hn. 
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et l'équation générale devient 

+ i^ulpu/r ■+■ âssmpur + %z^nfwr ^ 
les quantités ^ désignant ± I . 
On peut écrire cette équation 
{lu + ea»H) H- linia + HP^Y + am«)fw(:i — &m) -+- 2mpvr(£s — Ej'*) 

+ Inpwriz^ — eaSi) ^ 0. 

Pour que cette équation représente une véritable quadrique, il 

faut que le premier membre soit réductible à une somme de quatre 

carrés ; et pour cela il faut que les différences ',^ — saîa, s.; — 6,=j, 

£« — ^'M soient toutes différentes de zéro; on devra donc avoir 



EaEi.s„ = ~i. 
On peut donner tout d'abord la valeur — I à tous les ;;. 
Supposons maintenant que toutes ces quantités ne soient pas 



a prendre alors soit 



soit 



Dans le premier cas on aura l'équation 

Pu^ + m^^ ■+■ n^'m^ +y^r^ + 2ninvv} + 2nlwu — Slmuv 

•+- 2lptir + 2mpvr — Snpwr =: ; (i) 

dans le deuxième cas, 
l^U^ + mH^ + n-w^ +p^f^ + 2miJoio -H 2nlioii — -llmuv 

— 2lpur — 2mpvr -h Znpwr = 0. (2) 
Dans l'équation (1) remplaçons respectivement »! et jj par —n 
et —p; cela revient à supposer tous les ej négatifs. 

Dans l'équation (2) remplaçons n par —n; cela revient encore 
à supposer tous les e,- négatifs; il en résulte que Téquation générale 
cherchée est 
f\u, V, te, r) = l''u^ -+- m^t^ -+- w%^ 4- p^r^ — 2ninnw — 2nheu 

— 2lmuv — ilpur — 2mpvr — 2npwr := 0, 
l, m, M, p étant des nombres positifs on négatifs. 
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232. Les coordonnées du plan tangent passant par l'arête CD 
vérifient les équations 

w = 0, r = 0, lu — mt = 0; 

rûquation de ce plan est alors 

son point de contact aura pour équation 



les coordonnées du point de contact sont donc 
X = 0, 1/ = 0, z-n. 



= P- 



233. Théorème 1, — Les pla^is passant par chaque arête et par le 
point de contact de l'arête opposée passent par un même point. 

Le plan passant par AB et le point de contact de l'arête CD a 
pour équation 

n p ~ ' 
les cinq plans analogues ont pour Équations 

i m ^ ' ; « " ' i ~ y ~ ' 

m n ~ ' m^ p ^ ' 

ils passent par le point que définissent les équations 



ÏHÉOBEUe il. — Les cou/pies de plans tangents passant par detun 
arêtes opposées se coupent suivant trois droites situées dans un même 
plan. 

Les plans tangents menés par AB ot ("D ont pour équations 

leur intersection est dans le plan 

l m n p 
qui contient visiblement les droites analogues, 

11 est aisé de voir que ce plan est le plan polaire du point trouvé 
dans le théorème précédent. 
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TiiÉOBÉME III. — Les six points de contact avec les arêtes sont con- 
jugués liarmoniques par rapport aux extrémités de l'arête corres- 
pondante de l'intersection de cette arête avec un même plan . 

En effet, le point de «intact de l'arète CB a pour équation 

le conjugué harmonique de ce point par rapport à G et D a pour 
équation 

nio — jM- = 0. 
Ce point esL à l'intersection de l'arèle CD et do plan 



c'est le plan qui renferme les intersections des plans tangents pas- 
sant par deus arêtes opposées. 

Si l'on suppose ce plan à l'infini, on voitqu'i! existe une quadrique 
tangente aux six arêtes d'un tétraèdre en leurs milieux ; de plus, 
les droites joignant les milieux des arêtes opposées sont des diamè- 
tres, puisque les pians tangents en ces points sont parallèles. Il en 
résulte que le centre de la surface est au centre de gravité du té- 
traèdre 



234. L'équation ponctuelle de la quadrique qui 
dier est 



P m^ n^ p^ 'rllm 1} mp j p ' 

on peut l'obtenir en appliquant la méthode générale ou en cher- 
chant l'équation ponctuelle générale des quîdnques tangentes aux 
faces d'un tétraèdre puis en é en vint que le pjint de contict sur 
CD a pour équation 

et ainsi de suite. 



EXERCICES ET NOTES 



1. On donne Mfie ellipse et -une hyperbole siitiées respectivement 
dans deum plans rectangulaires P et Q ei pour chacune desquelles 
la droite d'intersection des deux plans P e( Q es( un aase de symé- 

1" On considère tous les plans li tangents à la fois à l'ellipse et à 
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l'hyperbole et l'on propose de ilémontrer qu'il existe une infinité de 
surfaces du second ordre S tangentes à la fois à lotis les plans R. 

2" trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer la na- 
ture de chactine de ces surfaces, suivant lespositions occupées par son 

30 Trouver les cvnditions nécessaires et suffisantes po-ar çite les 
surfaces S soient homofocales. 

[Agrégatiov, 1884.) 

m Soient ^s + fâ - ■" = 0- : = 0, 

(^^' + ^ _ 1 ^ 0, y^a (AB < 0) 

les équations ponctuelles de l'ellipse et de l'hyperbole. 
Les équations tangentielles de ces courbes sont 
ahi^ + JM — r' = 0, 
Am2 + Bw' — {uh + r)î — ; 
par suite l'équation tangentielle générale des quadriques tangentes 
aux plans tangents communs à ces deux courbes est 

Aw^+Bju^ — (Mft+r)ï-l-X(a%2 + 5Sr2_r2) = 1). 
2° Les coordonnées du centre de cette quadrique sont 

- ^' 
^ - 1 -+- X ' 

il en résulte que le lieu du centre est l'a.ve des œ, c'est-à-dire l'in- 
tersection des plans P et Q. 
De la première équation on tire 

et en remplaçant dans l'équatiou générale des qnadriques, cette 

équation devient 

[(a2 + /,a _ A)^ — a%]v:' + b\x — Kjv' — Bmu^ + 2hxiir -+- hr^ = . 

11 nous faut étudier la nature de cette quadrique suivant les va- 
leurs de a;. 

Nous appliquerons la méthode exposée au chapitre V. Remar- 
quons d'alord que si ic est infini, l'équation se réduit à 
(a2 _,_ fts _ AjM^ + b^vi — B«j' -1- thur = 

u[[a'i -H 7(2 _ A)« ^_ 2hr] + bH^ — Bwi' = . 
Cette équation représente un paraboloide elliptique si B est négatif, 
c'est-à-dire si Ox est l'axe réel de l'hïperbole, un paraboloide hyper- 
bolique si B est positif, c'est-à-dire si Ox est l'axe imaginaire de 
l'hyperbole. 



= 0, 
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Dans le cas où ic est fini, l'équation générale peut s'écrire 
A[r + WBP — [/«!'-(«' 4- A^ — A}a;+aSfi]„î 

-^b^{x—h)v'' — BxW'^ ^ 0. 
Comme on peut toujours supposer /* > 0, il suffira d'étudier 
les signes des coefficients de u^, u^, w'', quand on fera varier ne. 
Pour que le trinôme 

te" — (œ' + Âî — A) + o*/i 

ait ses racines réelles, il faut que A ne soit pas compris eniro 

ja — hy et (a + /i)*. Lesraciues jk" et a'' seront de mBme signe ; 

elles seront positives si A <i{a — hf, et négatives si A>{a + hy. 

On leur comparera aisément et h. 

Nous aurons alors, suivant les cas, l'ordre de grandeur suivant : 

A >(a + h)^ — » œ' ic" h + ^ 

{a — hf<A< (a -h hf — œ A -I- ic 

< A < (a — ft]^ — œ k x' x" H- œ 

A < — t» !c' /( ic" +«. 

Nous nous bornerons au premier cas, et nous allons supposer que 

m varie dans les différents intervalles ; on obtient les résultats 

suivants, en mettant en évidence les signes des carrés du premier 

membre de l'équation : 

— K- Paraholoïde elliptique 

H — - — — Ellipsoïde réel 

- + (j Ellipse réelle 

+ + ■ llyperboloîde à une nappe 

- + ■ Ellipse réelle 

H — Ellipsoïde réel 

- H Ellipse réelle (l'ellipse donnée) 

H h Hyperboloïde à une nappe 

— \ — - + Hyperbole (l'hyperbole donnée) 

-1 \--<^ Hyperboloïde à deux nappes 

-I- m Paraboloïde elliptique. 

Nous laissons au lecteur le soin d'achever ; il sera utile d'exami- 
ner aussi les cas où l'on a Â = ((H-/t)^ et Ai^ia — /()^ ce qui 
ne présentera aucune difficulté. 

3°. La réponse à la question sera immédiate quand on aura lu le 
chapitre suivant ; il faut que l'ellipse passe par les foyers de l'hy- 
perbole et que l'hyperbole passe par les foyers de l'ellipse. 
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2. On donne un eône du second degré C et dezuc quadriques A, 
A' inscrites dans ce cône ; on considère une q-aadrique variable S 
inscrite dans le même cône et tottchant les quadriques données A et A' 
en des points variables a et a'. 

il Démontrer que la droite aa' passe par unpoint fiœe. 

2u Trouver le lieu de la droite d'intersection des plans tangents à 
la surface S aux points a et t.'. 

30 Démontrer que le lieu du pèle d'un plan fixe P par rapport à la 
surface S se compose de deux quadriques bitangentes. 

40 Trouver le lieu de la droite qui passe par les points de contact 
de ces deu^c quadriques, lorsque le plan P se déplace, en restant pa- 
rallèle à UMplan tangent au oône C. 

[Agrégation, 1889.] 

Le point fixe par lequel passe la droite ott' est le sommet du 
deuxième cône circonscrit aux quadriques A et A', et te lieu de ta 
droite cet' se compose des plans des courbes planes communes à A 
et à A' . La démonstration ne présente aucune difficulté. 

Enfin le lieu demandé dans la quatrième partie est un parabo- 
loïde hyperbolique ayant le plan P pour plan directeur, 



3. On donne deuic quadriques inscrites darts un même cène. Par 
le sommet on mène une sécante quelconque et auce points où cette 
sécante rencontre les deua: surfaces on mène les plans tangents ; an 
demande le lieu géométrique des droites suivant lesquelles les plans 
tangents à la première quadriqae coupent les plans tang&nts à la 



4. Lieu des centres des quadriques circonscrites à une quadrique 
donnée et touchant un plan fiiee en un point donné. 

Prenons le plan tangent pour plan des œy, le point de contact 
pour origine, et désignons par 

f{u, V, w, r) 1=:: au'' + a'v^ + . . . dr^ - 
l'équation tangentielle de la quadrique donnée. 
L'équation générale des quadriques variables sera 

lf(.., ., .0, r) + (». + -p + »., + r). = 0, 
;ivec les conditions 

la" -+- f = 0, 

À& + [l-f = 0, 
ÀÈ'H-yH = 0, 
e?:priiiiant que la surface touche le plan des xy à l'origine. 
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i,es coordonnées du centre sont 



en y remplaçant h, (i, X en fonction di; f. o" ^oil quo ce point 
décrit une conique. 

5. Lieu des centres des quadriqties contenant vne conique donnée 
et touchant un plan fiae en un point donné. Etant choisi un point 
sur le lieu trouvé, déterminer la naturede laquadrique dont ce point 



6. Enveloppe des plans prinàpauec des parabolo'ides circonscrits à 
une quadrique (ou contenant une conique) et touchant un plan fixe. 

7 . litant donnés un tétraèdre et une qiiadrique, le pâle d'une face 
constitue avec les arêtes de cette face trois plans ; les douée plans 
relatifs aum quatre faces du tétraèdre sont tangents à une qvadrique. 

Prenons le tétraèdre pour tétraèdre de référence et pour plus de 
symétrie écrivons l'équation de la surface de la manière suivante : 
f{u, V, w, r) ^ aiiU^ + asiV^-\-ai^w^-\-aiir^-{-2ai%ttv-i-2aisUw 

+ 2ci,.iur + 2a23«w -I- 2a2ivr •+■ 21134.»'"' ^= 0, 
en supposant 

Les éfjiiations des pûles des faces du téiraèdre de référence sont 
alors 

-^ f[ = a-iiU -+- a-^.,v + a«iio -\- a,_ir ^ 0, 



—■fr = aiiu-\-a',-.v + ai,w-\-aur ^0. 

11 existe deux des douze plans passant par une arête du tétraèdre ; 
par exemple par l'arête CD [w = 0, r — 0) passent les deux 
plans qui contiennent les pôles des faces ai = 0, y = 0. 
Les coordonnées de ces plans vérifient les équations 

10 ^ Q, r ^ 0, aiiu~i-ai'>v = 0, «21!!+ '^■•iV = 0. 
Considérons une quadrique 
bnu- + b-uv^-i-b^^w'' -\- hi.r^ -\--2b,iUv -^ ibiitito + ^buïir + Ib^^vw 
-h Zbuvr + 2bii.uyr = ; 
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écrivons (ju'elle touche ces deux plans ; il faut pour cela que les 

b, |M^ ■+- b-,iV^ + afiisMI! = 0, 

aient mêmes racines ; ce qui donne 



-(^"— )" 




■(^'+«")" 


!-=0. 



On aura des conditions analogues en écrivant que la qaadrique 
touche les autres plans ; ces douze conditions sont visiblement com- 
patibles, et l'équation de la quadrique cherchée est 



_ / "^a"" 



8. Le lieu du pôle d'un plan fiae par rapport atiso quadHques q_ui 
passent par les côtés d'wi quadrilatère gauche est une droite qui s'ap- 
puie sur les deua? diagonales de ce quadrilatère de telle sorte que 
chacune d'elles se trouve divisée Itarmoniquement par cette droite et 
le plan don/né. 

Si le plan donné est à l'infini, on a le théorème élahli au n" 220. 

9, Quand les six arêtes d'un tétraèdre sont tangentes à une qua- 
drique, le plan des trois points de contact des arêtes issues d'un 
même sommet rencontre là face opposée suivant une droite, les qtwxtre 
droites ainsi déterminées appartiennent à un même hyperboloïde . 

Proposition corrélative. 

m , On sait que si deusa quadriques se raccordent en tous les points 
dhine génératrice, elles ont deux autres génératrices communes qui 
rencontrent en deu»; points A et B la génératrice de contact , Etudier 
ce que deviennent dans ce cas la dévehppable commune et ses coniques 
doubles. 

La développable se réduit à deux cônes de sommets A et B, et les 
coniques doubles se réduisent à l'ensemble des points A et B, L'équa- 
tion en ^ a une racine quadruple. 
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11. De la remarque faite au numcin 309 on peut déduire une 
relation fort simple entre les lannes des équations du quatrième 
degré qui déterminent, l'une, les coniques doubles de la dévelop- 
pable commune à deux quadnques, et 1 autre, les cônes passant par 
l'intersection de ces mêmes quadriques, 

/■(w, V, w, r) — au^ + a'-û^ H 1- dr^ =; 0, 

filu, V, to, r] = aiu^ -i~ a'iV^ -+- hdir^ =: 

les équations tangentielles des deux quadriques. 
Pour que l'équation 

/■+)/! = 



représente une conique, < 



hJ>*; 



FXc, 



b"-i-\b'i a'-hla'i 



-H Xci c'-\-\a'\ c" -|- XcJ d-i- 
Les équations ponctuelles des deux quadriques sont 



Fi(a:, y, 3, (} := Aiœ^ + ASy^ - 
r que l'équation 



h Dit^ - 



:0. 



= 0. 



(2) 



point (x', y' 
quadriques, et l'on a 



1 cône, il faut qu'on ait 
A -H fiAi B" ■+■ i^B; f> + pRl G -1- [j.G, 
C + iiB; A'+[i.A', B+[iB, C' + fC; 
B' -\-\>.'&\ B + |iB, A" + [lAï G" + [jCï 

C4-[iC, C' + [iGi C°+|J.GÏ D + i^tD, 
c racine de l'équation (S) ; h. cette racine correspond un 

.s', t') ayant même plan polaire par rapport aux deux 

(JF 



hH - 



= 0, 



dp 



dF, 



dFi 



il existe donc une racine X' de l'équation (I) telle que le plai 
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{ît', v\ w', r') de la conicpie correspondante coïncide avec le plan 
polaire du point (œ', y', z' , t'), c'esl-à-dire telle que l'on ait 



AT 


~ dF ~ dF 
dy- d:^' 


avec les conditions 


^-^'l7 = ». 




1^-»'^ = ». 




^-^■Ifr=»- 




-57+'' -57-»- 


Or, on peut écrire 




df 1 dF 


-■^-■4^- 


df, J dF, 


-'t-'^^ 


On en conclut 
de même 


j/'(A-X>'iO = 0, 



Telle est la reliition fort simple qui existe entre les racines des 
équations (1) et (2) (*]. 

12. Nous pourrions répéter presque textuellement ici au sujet des 
coordonnées tétraédriques de plans et de points ce que nous avons 
dit dans la Première partie (p. 288, note il). 

Si l'on désigne par ^i, pa, ps, Pi les distances d'un point aux 
faces du tétraèdre de référence, ces distances étant précédées du 
signe + ou du signe — selon quelepoint est, par rapport à une face, 
situé ou non du même côté que le sommet opposé, les coordonnées 
tétraédriques du point sont des nombres X. Y, Z, T définis par les 

(*) Cette élégante démonstration m'a été communiquée par M. Maiuski. 
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pX = k,p,, 
pY = Aspï, 
pZ = Asps, 
ol = kip 

k,, h-i, kl, ki éiiiit des nombres fi\es arbilraiiement dnisia 

De même, désignons par gi s i jj q les disUiices des sommets 
du tétraèdre de léterenLe a un plan Jeu\ de ces distances a^ant 
le même signe ou des signes difïeients selon que les deu'i som 
mets correspondinta sont d un même c Hé ou non du plan nous 
appellerons coordonnées tetraédrjques de !i dmte les noiibies 
U, V, W, Fi définis pai les lelitions 

sW = A353, 
aR = 7ii.gt, 
/*,, Ih, fis, 7*4 étant des nombres lises, arbitrairement choisis. 

Si l'on veut que la condition pour que le point soit sur le plan s'ex- 
prime par la relation 

UX-i-VY-f-WZ + RT = 0. 
on devra choisir les nombres k et h de telli; manière qu'ils satis- 
fassent à une certaine relation. 

On pourra se donner les nombres k arbitrairement ; on en dé- 
duira les nombres fi, ou inversement. 
Le raisonnement est absolument le même qu'en géométrie plane. 
Cela posé, considérons l'équation ponctuelle d'une surface 
/■(X, Y, Z, T) = 0, 
rapportée à un tétraèdre de référence ABCD. 

Coupons cette surface par îe plan ABC, ï ^= 0; on obtient une 
courbe qui a pour équations 

AX, Y, Z, 0] = 0, ï ^ 0. 

Nous allons montrer qu'on peut considérer l'équation 
/■IX, Y, Z, 0) = 
comme l'équation de cette courbe rapportée au triangle de réfé- 
rence ABC. 

Soit M un point de cette courbe, ayant pour coordonnées tétraé- 
driques X, Y, Z, 0. Abaissons de ce point la perpendiculaire MP 
sur le plan DBC, et la perpendiculaire MP' sur la droite BC. 
Si l'on pose MP =; pi, MP' = pi, on voit que 
i^i —p' sinlîC; 
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on aura de même, en abaissant des perpendiculaires du point M 
BUr les faces DCA, DAB et sur les arêtes CA, AB, 



1 conclut 






k'ipl k^l A^p'j 
en posant h[ = hi sin BG,. . . etc. 

11 en résulte que X, Y, Z peuvent être eonsidépées comme les 
coordonnées trilalères du point M par rapport au triangle de réfé- 
rence ABC. 
Soit maintenant l'équation tangentielle d'une surface, 
?(U, V, W, B) =: ; 
le cône circonscrit à cette surface ayant pour sommet le point U a 
pour équations tangentielles 

ç(U, V, W, 0) = 0, B = 0. 

Nous allons montrer qu'on peut considérer l'équation 

s(U, V, W, 0) = 

comme l'équation tangentielle de la section de ce cône par le plan 

ABC, cette équation étant rapportée au triangle de référence ABC. 

Considérons en effet un plan H tangent à ce cône et coupant le 

plan ABC suivant une droite i. 

Abaissons du point A les perpendiculaires AQ sur II et AQ' 
sur A ; si l'on pose AQ = qi, AQ' :^ q',, et si l'on désigne par H 
l'angle du plan II a¥ec le plan ABC, on aura 

Je même pour les points B et C, 

q, = ,/, sin 0. 

Or les coordonnées U, V, W du plan H vérifient les relations 

_[3____V_ _ W . 

Ii,qi ~~ h.,q.i, ~ h^qs ' 

U _ V _ W 

lhq\ /lîîj ~ /ïBîi' 

es qui montre que U, V, W peuvent être considérés comme les 
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coordonnées tHlatères de la droite A par rapport au triangle de 
référence ABC. 

De plus, la condition pour que le point M du plan ABC soit sur 
la droite A est 

UX + VY + WZ — 0, 
piiipqu.0 celte condition exprime que le point M est dans le plan. H. 
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235. Foyei's des quadriques. — On appelle foyer d'une 
quadriqne un point tel que parmi les plans tangents menés de 
ce point à laquadrique, il y en ait deux qui soient tangents 
au cercle de l'infini. 

La droite qui joint les points de contact de ces deux plans 
tangents et de la quadrique est appelée la directrice relative 
au foyer considéré. 

Il résulte de cette définition que le cûne circonscrit à la 
quadrique et ayant pour sommet un foyer est bitangent au 
cône isotrope de même sommet, ce qui revient i» dire que le 
cène circonscrit est de révolution (215). 

On voit aussi que le cùne isotrope ayant pour sommet un 
foyer est bitangent à la quadrique, ce qui revient à considérer 
un foyer comme une sphère de rayon nul bitangente à la qua- 
drique, la droite joignant les points de contact étant la direc- 
trice correspondante. 

La première définition donnée permet d'obtenir aisément 
les foyers d'une quadrique définie par son équation tangcn- 
tielle, 

f{u, V, îH, r) = aw^ + a'î)-+ •-. =0, 

et rapportée à des axes de coordonnées rectangulaires. 

Soient m, y, % les coordonnées d'un foyer ; les plans tan- 
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gents menés de ce point à la surface sont déterminés par 
les équations 

A", i\ u>, r) = 0, 

ux^vy + wz + r = 0. 
Ces plans tangents déterminent un cône dont la trace snr 
le plan de l'inlini a pour équation tangentielle 

/[», «, .», -(». + .» + ,»)] = 0; 
il faut écrire que cette conique est bitangente au cercle de 
l'infini, c'est-h,-dire que 

f[u, V, w, —(ux -i-vy ~\- wz)]'i-'k[u^~hv'-i-u'-) 
est carré parfait pour une valeur convenable de À. 

On obtiendra trois conditions en x, y, z et À ; on élimi- 
nant X, on aura deux équations par rapport à x, y, s. 

On voit ainsi qu'il existe une infinité de foyers qui sont si- 
tués sur une courbe. 

Pour étudier la nature de cette courbe, il sera plus simple 
de rapporter la quadrique à des axes de coordonnées particu- 
liers. 

l" Supposons que la quadrique ait un centre ; prenons pour 
axes de coordonnées les axes de la surface ; son équation tan- 
gentielle est alors 

ku"- -Y- B«- -H ùto^ — r^ = 0. 
Un point (x, y, z) est foyer si l'expression 
kii' -l- Bi>^ -h Cw' — (ux -1- »!/ + V!zY + X{u^ + v'^ -1- K^) 
est le carré d'une fonction linéaire et homogène de w, v. w. 

Cette expression s'écrit 
le-Q. 4- A ~ x-^] + v^l+-\i - y') -h w-i'k + C - :^) 

— Ivioyz — 'S.wuzx — 2î!ïîii;!/ ; 
pour qu'elle soit carré parfait, il faut et il suffît que tous les 
mineurs de son discriminant soient mils. 
On obtient 
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y,(X + A) = U, 

zt{1 + B) = û, 

a;y(X+C) = 0, 

On voit immédiatement que le produit xyz ne peut être 

différent de zéro, car les trois dernières équations donneraient 

A = ri^C = — X, 
ce qui est impossible. 

Supposons donc, par exemple, 
x = 0; 
la quatrième équation donne 

X = — A ; 
la deuxième et la troisième sont vérifiées et la première 
devient 

(B — A — ?f,;C -A — z') — y'V- = 
ou 

On trouve ainsi la conique représentée par les deux éiiua- 
tions 

?/' ^' 

H — A C — A 



-1 = 0, I 



(i) 



'; = 0. 



En supposant successivement ?/ = et z = 0, on ob- 
tient les deux autres coniques 



A— B C— B 
r/ = 0. 



1=0. ^ 

1 en résulte que les foyers de la quadrîque sont situés sur 
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ces trois coniques, que l'on appelle pour cette raison les fo- 
cales de la surface. 

Elles sont situées dans les plans principaux de la quadrique, 
elles ont mêmes axes et mêmes foyers que les coniques prin- 
cipales de la surface. 

Si l'on suppose A > B > C, on voit que la conique (i) 
est une ellipse imaginaire, la conique (2) est une hyperbole et 
la conique (3) une ellipse réelle. 

Si la surface est un ellipsoïde, ayant pour équations ponc- 
tuelle et tangenlielle 

X'^ Xi^ î^ 

+ _^H — ^— J ^0. 
a- !)■' c^ («5 > 1,-t > r"-) 

l'ellipse réelle est dans le plan des xy, l'hyperbole est dans le 
plan des zx et l'ellipse imaginaire dans le plan des xjz. 

Le résultat est le même si la surface est un hyperboloïde à 
une nappe 



-— 1 =0, 



{a' > Ifi) 



Enfin si la surface est un hyperboloïde à deux nappes ayant 
pour équations 

a- h- c- 1^1 > /,.) 

l'ellipse réelle est dans le plan des yz, Thyperbole dans le 
plan des zx et l'ellipse imaginaire dans le plan des xij. 

D'après ce qu'on a vu au début, ces trois focales constituent 
le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à la 
surface. 

236, Revenons à la surface qui a pour équation tangen- 
tielle 
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ot pour équation ponctuelle 

_^4_ JL +^ 1 = 0. 

A It C 
Considérons la focalo 

3=0, 

cl prenons un point F(y, y', 0) sur cette courbe ; on aura 

(4) 

Nous nous proposons do dâterminer la directrice correspon- 
dant à ce foyer. 

Le cône circonscrit à la quadrique ayant pour sommet le 
point F coupe le plan de l'infini suivant îa conique 

Ai*^ -I- Bv'- ■+■ Civ^ — {ux' -h vy'Y = 0, 
et l'expression 

Am^ -1- Bt)^ + Ouf- — («a/ + vy'f ~ C{u^ + v^ + w^) 
est carré parfait ; sa racine égalée à zéro donne i'équation du 
point de rencontre du plan de l'infini et de l'intersection des 
deux plans tangents menés h. la quadrique par le point P 
et qui sont tangents au plan de l'infini. 

L'équation de ce point est 

(A — G — ^^}m - vx'y' - ; 
il en résulte que rintersection des deux plans tangents a pour 
équations 

^ — ^ _ y — y' 

A — c — a;"- —«'y'' 
z = 0; 

la première de ces équations peut s'écrire, en tenant compte 
de (4). 

A— C B— G 
par conséquent cette droite est tangente h la focale au point F. 
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La directrice sera la droite conjuguée de cette tangente par 
rapport à la quadrique ; pour obtenir cette droite conjuguée, 
je mène un plan quelconque par la tangente 

son piile par rapport à la quadrique a pour coordonnées 



B./ 

ce pôle décrit la droite 



C' ■■'-B^^' '-^"' 



'^ " A — C ' ■' ' ~ B^=^ ' 

qui est précisément la directrice cherchée. 

On en conclut que la directrice relative à un foyer F est 
perpendiculaire au plan de la focale qui contient le point F ; 
de plus le pied D de cette directrice sur ce plan est le pôle de 
la tangente à la focale au point F par rapport à la conique 
principale de la quadrique qui se trouve dans le môme plan 
que la focale. 

On verra aussi aisément que la droite FD est normale à la 
focale ; il en est de même du plan qui passe par le foyer et 
la directrice. 

Nous montrerons plus loin que ces résultats sont des con- 
séquences immédiates des définitions du foyer et de la direc- 
trice. 

237. Supposons maintenant que la surface soit un parabo- 
loïde ; nous prendrons pour plans de coordonnées les plans 
principaux et le plan tangent au sommet. 

L'équation (angentielle de la surface est alors 

et le point {x, y, z) sera foyer si l'expression 

po^ -^ qw^ -\- 2uyux -t- vi/ -+- W2)4-Â(«^-f- ïi--H vi-} 
est carré parfait. 
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Cette expression peut s'écrire 

(^v -+■ IX + (P + '>' + (9 + '0!'/- + 2wM^ + -2my . 
Il n'y a pas de terme en vw ; on en conclut que le eoefll- 
cient de v^ ou de iv^ doit être nul. 
Supposons d'abord 

./ + ),= 0; 

le coeflicient de jtw doit èlre nul, et le trinôme restant en 
V, et 1) doit être carré parfait ; on aura clone 
1 = 0, 

ou, en remplaçant X par sa valeur — (/, 



: = 0. 



En supposant 

p -t '' = u, 
on obtiendrait 

—^ '2x + p — 0, ) 

<i-P (6) 

î/ = 0. ) 

On trouve ainsi deux paraboles ayant mêmes foyers et 
même axe que les paraboles principales de la surface. 

En raisonnant comme plus haut, on verra que la directrice 
relative k un foyer (a;', y\ 0) de la parabole (3) a pour équa- 
tions 

a; — î/ — 7, 

— J!É—- 
''~ p — 9' 
cette directrice jouit d'ailleurs des mêmes propriétés que dans 
le cas des quadriques à centre. 

238. Il peut arriver que l'équation langeiitielle donnée repré- 
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sente une conique ; les foyers se définissent de la même ma- 
nière else déterminent par un calcul semblable. 

Supposons que la conique soit une ellipse ou une hyperbole 
ayant pour équation tangentielle 

Aw- ^- Bo' — r'' = 0. 

Un point {x, y, z) sera foyer si l'expression 

Ku^ ■+• Bf ' — (ua,- 4- Tjy -i- lozf -H ){u' -+■ o^ + w-) 
est carré parfait. 

En raisonnant comme au numéro 235, on obtiendra encore 
trois focales dont l'une est la conique donnée, c'est une focale 
singulière ; il est clair en effet que par toute tangente h cette 
conique on peut mener deux plans tangents au cercle de l'infini. 

Il reste les deux focales 



r-^-' = "- 



Si la conique donnée est une ellipse, la première focale est 
une hyperbole située dans un plan perpendiculaire au plan de 
l'ellipse et passant par son grand axe; les foyers de l'hyper- 
bole sont les sommets de l'ellipse et les sommets de l'hyper- 
bole senties foyers de l'ellipse. 

La deuxième focale est une ellipse imaginaire. 

Si la conique donnée est une hyperbole, la première focale 
est une ellipse située dans un plan perpendiculaire au plan de 
l'hyperbole et passant par son axe réel, les foyers de cette 
ellipse sont les sommets de l'hyperbole et les sommets de 
l'ellipse sont les foyers de l'hyperbole. 

La deuxième focale est encore une ellipse imaginaire. 

239. On voit ainsi que, si une ellipse et une hyperbole, situées 
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(Sans des plans perpendiculaires, ont même axe focal, et sont 
telles que les foyers de chacune d'elles soient aux sommets de 
l'autre, on peut considérer l'une de ces courbes comme la 
focale réelle de l'autre, ou encore comme le lieu des sommets 
des cônes de révolution contenant l'autre courbe. 

On peut remarquer aussi que les deux focales réelles d'une 
quadrique à centre sont dans cette situation respective ; l'une 
d'elles est la focale de l'autre. Ces deux courbes jouissent de 
propriétés fort curieuses. (Voir note 12 à la fm du chapitre.) 

240. Considérons la conique 



On démontrera, comme au numéro 236, que la directrice re- 
lative à un foyer {af, z') de cette focale a pour équations 

Il en résulte que cette directrice est située dans le plan des 
!Ey; elle est parallèle à Oy et elle rencontre Ox au point où 
cet axe est coupé |par la noi-male à la focale au foyer cor- 
respondant. 

241, Enfin si l'on considère une parabole 
pv^ — ^w = 0, 
onvdrra aisément qu'elle admet ime seule focale proprement 
dite, ayant pour équations ponctuelles 

z-'+~'2px — p^ = 0, ï — 0; 

c'est une parabole ayant môme axe que la parabole donnée ; les 
deux plans de ces deux paraboles sont perpendiculaires et le 
foyer de chacune d'elles coïncide avec le sommet de l'autre. 

On vérifiera sans peine que la directrice relative îi un foyer 
{x\ a') a pour équations 
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X — a/ — ]), y = 0; 

celte droite est située dans le plan des xy, elle est parallèle k 
0)/ et rencontre Ox au point où cet axe est rencontré par la 
normale à la focale au foyer considéré. 

242. Si deux paraboles, situées dans des plans perpendicu- 
laires, ont même axe, et sont telles que le foyer de chacune 
d'elles coïncide avec le sommet de l'autre, on peut considérer 
l'une quelconque de ces courbes comme la focale de l'autre, ou 
comme le lieu des sommets des cônes de révolution contenant 
l'autre courbe. 

Les deux focales d'un paraboloïde sont dans cette situation 
respective : l'une d'elles est la focale de l'autre. 

243. Autre laélliode pour détertninei* les foyei's. — D'après 
la définition donnée au début de ce chapitre, on voit qu'un foyer 
d'une quadrique est un point double de la surface développable 
circonscrite à la quadrique dormée et au cercle de l'infini. 

Or cette développable contient quatre coniques doubles 
parmi lesquelles se trouve le cercle de l'infini; il ne reste donc 
que trois coniques, qui constituent le lieu géométrique des 
foyers et que l'on appelle les focales. 

D'un point F d'une de ces focales on peut mener deux plans 
fangents communs à la quadrique et au cercle de l'infini ; ces 
deux plans ont comme intersection la tangente en F à la fo- 
cale, et la droite qui joint les points de contact de ces plans et 
de la quadrique est la directrice relative au foyer F ; cette di- 
rectrice sera donc la droite conjuguée de la tangente en F à la 
focale. 

On déduit de là une méthode analytique fort simple pour la 
détermination des focales. 

Soit f(u, V, «f, r} = () 

l'équation de la quadrique ; on obtiendra les focales en écrivant 
que l'équation 

f{u, », », ..) + ),(,.■ + .•+»■) = 
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représente une conique, c'est-à-dire que le discriminant du 
premier membre est nul ; on aura une équation du troisième 
degré en X, aux racines de laquelle correspondront les trois 
focales. 

Ainsi, reprenons l'équation 

Au' + Bd^- + Cw'- — r' = 0; 
\c, discriminant de 

Au'- + Bt)2 + Cm)^ - i-^- •+- >,(»■' + V' -h *^■-) 
est 

(A + ).)(B 4- ).;('■: -)->.). 

Si l'on prend la racine ). = — C, on obtient la focale 
(A — 0)».(^4-(B— CK- r' =-0, 
qui a pour équations ponctuelles 



1_ . ^L 

-c B — c 



= 0, 



244. Dans le cas où la surface est un paraboloide, elle est 
tangente au plan de l'infini, et comme le cercle de l'infini est 
dans ce plan, la développable commune n'aura que deux coni- 
ques doubles en dehors de ce cercle (210) ; ces deux coniques 
sont en outre tangentes au plan de l'înflni, ce sont des para- 
boles. 

Dans ce cas, le discriminant sera du deuxième degré en ^. 
On peut dire que l'équation en ). obtenue en égalant ce dis- 
criminant à zéro aura une racine double infinie corresponiiant 
au cercle de l'infini. 

Ainsi supposons que l'équation de !a surface soit 

pv^ + qv!^ — 2u!' i^ ; 

le discriminant de la fonction 

pv' + qi'>- — '^ur + 'liu' + o- + w"-) 
est 

on obtient les deux focales 

— pu^- H- [q — p)w'^ — 2i(î' = 
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et 

~qu^ + ip-qy--2„r = 0. 

245. Si la quadrîque donnée se réduit à une conique, la dé- 
veloppable relative à celte conique et au cercle de l'infini 
admettra seulement deux coniques doubles en dehors de la 
conique donnée et du cercle de l'infini ; et dans le cas parti- 
culier où cette conique donnée est une parabole, comme elle 
est tangente au plan de l'infini, l'une des coniques doubles 
vient se confondre avec le cercle de l'infini et il ne reste qu'une 
seule focale. 

246. Revenons au cas où la quadrique donnée est à centre 
unique ; les coniques doubles de la développable commune à 
celle surface et au cercle de l'infini sont situées dans les faces 
du tétraèdre conjugué commun, qui sont dans ce cas les plans 
principaux de la quadrique et le pian de l'infini ; de plus cha- 
cune de ces coniques est conjuguée par rapport au triangle du 
tétraèdre qui se trouve dans son plan ; on en conclut que les 
focales sont dans les plans principaux et ont mêmes axes 
que les coniques principales. 

Il est aisé de voir qu'elles ont mêmes foyers. 

En effet, un plan principal P rencontre le cercle de l'infini 
en deux points I et J qui sont les points cycliques du plan P ; 
menons du point I les tangentes lA et IB à la focale qui est 
située dans le plan P. Ces deux droites sont deux génératrices 
de la développable commune ; elles sont tangentes à la qua- 
drique, et par suite à la section de cette quadrique par le 
plan P ; cette section a donc mêmes foyers que la focale. 

247. Propriétés des loyers des quadriques. — Soit F un foyer 
d'une quadrique ; menons par ce point les deux plans tangents 
à la quadrique, qui sont aussi tangents au cercle de l'inflni ; 
désignons par A et B leurs points de conUct avec la surface 
et par C et D leurs points de contact avec le cercle de l'in- 
fini ; AB est la directrice relative au foyer F. 
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L'intersection des deux plans tangents, qui est, comme on 
l'a vu précédemment, la tangente en F à la focaie, rencontre 
le plan de l'infini en un point H, qui est le pôle de la droite CD 
par rapport au cercle de l'infini. 

On voit ainsi que le plan FAB est perpendiculaire h FH, 
puisque ce plan rencontre le plan de l'infini suivant la po- 
jaire CD de H par rapport au cercle de l'infini ; donc le plan 
qui contient un foyer et la directrice est normal à la focale. 

De plus, le plan FAB coupe la quadrique suivant une conique 
tangente en A et B aux droites FA et FB, et comme ces tan- 
gentes passent par les points C et D, points cycliques du plan 
de cette conique, on en conclut que tout plan passant po,r le 
foyer F et la directrice AB correspondante coupe la surface sui- 
vant une conique ayant pour foyer le point F et pour directrice 
la droite AB, 

Enfin ie cône circonscrit à la surface et ayant pour sommet 
le point F coupe le plan de l'infini suivant une conique bitan- 
gente en C et D au cercle de l'infini ; il en résulte que ce cône 
est de révolution et a pour axe la droite FH. 

Donc, le cône qui a pour sommet un foyer F et qui est circoïi- 
scrit à la quadrique est de révolution et a pour axe la tangente 
à la focale au point F. 

248. Théorème. — Si l'on mène un plan quelconque passant par la 
directrice et qu'on considère le cône ayant pour sommet le foyer F et 
pour base la section du plan et de la quadrique, ce cône est de révo- 
lution et a pour axe la tangente à la focale au point F. 

Cela résulte immédiatement de ce que la section de ce cône par le 
plan de l'infini est une conique bitangente au cercle de l'infini aux 
points C et D. 

249. Ti[ÉORÈ>iF — L" t'roi'e qui joint un foyer F à un point M 
de la surfac al pei} i,ndtrul i e à la droite qui joint le foyer au 
point oit le plan tangent en M i la surface rencontre la directrice. 

Soit K le point ou le phn tangent en M rencontre la directrice 
AB ; la droite FM cit dans le plan polaire du point K, puisque ce 
plan contient la droite IH ( e plan polaire rencontre le plan de 
l'infini suivant une droitf qui est la polaire par rapport au cercle de 
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l'infini du point à l'infini de la droite FK ; on en conclut que les 
droites FK et FM sont perpendiculaires. 

L'hypothèse que le point M est sur la surface n'intervient pas 
dans la démonstration ; on peut généraliser le théorème de la façon 
suivante ; 

La droite qui joint un foyer à un point quelconque M est perpen- 
diculaire à la droite qui joint le foyer au point où le -plan polaire 
de M rencontre la ilirecirice 

250 Theobemii. — Si un cône < potir base une section plane d'une 
quadjique et poui sommet un foyer, ce cène a pour l'un de ses cuces 
la droite q n jotnt le foyer au point où le plan de section coupe la 
directrice 

boit G le pjmt ou le plin sécant rencontre la directrice, le plan 
polane de G pas'fe par la diuite fil ; ce plan coupe le pian sécant 
suivant K polaire de G par rapport à la conique section ; il en ré- 
sulte que FG e^^t le diamètre lonjugué de ce plan polaire par rap- 
pait au cône ci ce jlan e»t perpendiculaire à FG, donc l'G est 
a\e du c^ne 

251. QiiadHques homofocales. — On appelle quadriques 
homofocales des quadriques qui ont les mômes foyers, 

11 résulte de cette définition que les quadriques homofocales 
(l'une quadrique Q sont inscrites dans la développable com- 
mune à cette quadrique et au cercle de l'inlini. 

Si Q a pour équation tangentielle 

/■(«, ., .., .•) = 0, 

l'équation générale des quadriques homofocales est 

l'ensemble de ces quadriques contient comme cas particulier 
les trois focales de Q ; on peut considérer ces trois focales 
comme des surfaces singulières du faisceau. 

Supposons que la quadrique Q ait un centre, et rapportons- 
la à ses ases ; son équation tangentieile est 
ku- -+ W 4- Gw^ — r-^ ^ ; 
l'équation générale des surfaces homofocales est alors 
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Aw^ + Bii^-I-Cw^ — )-^ + W«' + d'-+-«'^) ^ 0, 
et leur équation ponctuelle 

Il résulte immédiatement de cette équation que par un point 
de l'espace on peut faire passer trois quadriques homofocales 
à une quadrique donnée ; ces trois quadriques sont, l'une un 
ellipsoïde réel, la deuxième, un hyperboloïde à une nappe, et 
enfin la troisième, un hyperboloïde à deux nappes. On dé- 
montre en outre aisément que ces trois quadriques sont ortho- 
gonales au point donné. 

Nous allons obtenir ce résultat lan- imo autre méthode. 

252. PropHêU's des quadriques homofocales. — L'équation 
tangentielle des surfaces homofocales 

A»,»,»,.-) + i(..' + t-<H-»>) = o 

esl du premier degré par rapport k X ; on ea conclut qu'il existe 
une seule quadrique du faisceau tangente à un plan donné. 

Théobème. — Le lieu du pôle d'un plan P pai- rapport à des 
quadriques homofocales esl une droite perpendiculaire au plan P 
au point où ce plan touche la surface du faisceau qui lui est 
tangente. 

Considérons d'abord un faisceau tangentiel quelconque de 



/■(«, v,w. r) + U{u, V, w, r) = 0. 
Le pôle du plan P(uo, "o, ï"»! '■») par rapport à Tune de ces 
quadriques a pour équation 

«A + »n. + af'., + 'A + '.(«'?i. + "f ;, + '"t'. . + ™;.) = ; 

on voit immédiatement que ce point est situé sur ta droite qui 
joint les pûtes du plan P par rapport aux deux quadriques 
/■ = et 9^0. 

Dans le cas oii 
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c'est-k-dire où les surfaces du faisceau sont homofocales, oij 
peut voir analytiquement que la droite a pour paramètres di- 
recteurs Mo, Vu, w„ ; elle est donc perpendiculaire au plan P. 

Mais il est plus simple d'observer que la droite et le plan 
rencontrent le plan d'une conique quelconque du faisceau 
{conique double de la développable commune) suivant un 
point et une droite qui sont pôle et polaire par rapport à la 
conique; cette propriété ayant lieu pour le cercle de l'infini, 
la droite est perpendiculaire au plan. 

11 résulte de ce théorème qu'un plan tangent h une quadrique 
et la normale au point de contact rencontrent un plan prin- 
cipal quelconque suivant une droite et un point qui sont po- 
laire et pôle par rapport à la focale qui se trouve dans le plan 
principal. 

253. Théorème. — Etant donné un faisceau de quadriques 
homofocales, il existe deux de ces surfaces tangentes à une droite 
i, et les plans tangents correspondants sont perpendiculaires , 

On voit d'abord aisément que les plans tangents menés par 
la droite aux quadriques homofocales forment une involution. 

En effet, si l'on mène un plan quelconque P parla droite, 
il existe une seule surface du faisceau tangente à ce plan ; on 
poiirra mener à cette surface un autre plan tangent par la 
droite, soit F' ce plan. Ainsi à un plan P correspond un seul 
plan P* ; on voit de même qu'au plan P' correspond le plan 
P, l'ensemble des plans P et P' forme une involution. 

Les plans doubles de cette involution seront les plans tan- 
gents aux surfaces qui sont tangentes à la droite A ; il existe 
donc deux surfaces tangentes à cette droite. De plus les plans 
tangents correspondants divisent harmoniquement les couples 
de plans tels que P et P ; comme parmi les surfaces du 
faisceau se trouve le cercle de l'infini, les plans doubles de 
l'involution divisent harmoniquement les plans tangents menés 
par A au cercle de l'infini ; il en résulte que les plans doubles 
sont rectangulaires. 

254. TnÉORÈME. — Par un point A on peut faire passer trois 
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quadriques komofocales à une quadrique Q ,' les plans tangents 
en A. à ces trois quadriques sont perpendiculaires et les normales 
sont les axes du cône de sommet A circonscrit à la quadrique Q 
et à toutes les surfaces homofocales. 

Considérons d'abord un faisceau ponctuel de quadriques qui 
ont en commun une même quartique gauche Un plan quel- 
conque P les coupe suivant des coniques passant par les 
quatre points de rencontre du plan P et de la quartique . 

Parmi ces coniques se trouvent trois couples do droites ; 
donc il exisle trois quadriques tangentes au plan P, et les 
points de contact forment un triangle conjugué commun par 
rapport à toutes les coniques sections des quadriques par le 
plan P. 

Transformons ce résultat par le principe do dualité : étant 
donné un faisceau tangentiel de quadriques, il passe trois de 
ces quadriques par un point A, et les plans tangents k ces 
quadriques en ce point sont conjugués par rapport à tous les 
cônes de sommet A circonscrits aux quadriques. 

Si l'on a des quadriques homofocales, parmi tous les cônes 
de sommet A se trouvele cône isotrope ; les trois plans tan- 
gents sont donc perpendiculaires, et comme ils sont conju- 
gués par rapport à tous les cônes, ils constituent les plans 
principaux de chacun de ces cônes. 

La proposition subsiste pour les focales ; par couséquent les 
axes de tout cône circonscrit à une quadrique rencontrent le 
plan d'une focale en trois points conjugués par rapport à cette 
conique. Ce cône a mêmes axes que le cône de même sommet 
et qui s'appuierait sur la focale. 

255. Foyers des surlaces de révolution. —Toute quadrique de 
révolution est bitangenle au cercle de rinfln! ; il en résulte que la 
développable commune à cette surface et à ce cercle se réduit à 
deux cônes ; ces deux cônes se coupent suivant deux courbes 
planes, dont l'une est te cercle de l'inlini ; par conséquent ces 
deux cônes sont isotropes. Une surface de révolution admet donc 
une seule focale qui est un cercle, puisqu'elle appartient à un cône 
isotrope ; elle admet en outre deux foyers singuliers qui sont les 
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sommets des deus cônes isotropes circonscrits à la surface. 11 n'j 
a donc pas lieu de chercher les directrices relatives à ces foyers sin- 
guliers, puisque tous les plans tangents menés à la surface par ces 
points sont tangents au cône isotrope. 

On peut aisément retrouver ces résultats par le calcul. 

Soit 

Am* + B(«M- lu^) — r^ = 

l'équation tangentielle d'une quadrique de révolulion ayant pour 
axe Occ. 
On a pour équation de la focale 

et pour équation des foyers singuliers 

(A — B)m3 _ rs = 0. 

Ces foyers sînguhers ne sont autres que les foyers de la méri- 
dienne qui sont situés sur l'axe de révolation ; quant à la focale, 
elle est engendrée par la rotation des foyers de la méridienne situés 
sur l'axe de la courhe qui est perpendiculaire à l'axe de révolution . 

Si la surface est un ellipsoïde allongé, les foyers singuliers sont 
réels et la focale est imaginaire ; c'est l'inverse si l'ellipsoïde est 
aplati. 

Si la surface est un hyperboloïde à une nappe, les foyers singu- 
liers sont imaginaires, la focale est réelle ; c'est l'inverse pour l'hy- 
perboloide à deux nappes. 

256. Lignes focales d'un cône. — On appelle foyer d'un 
cône du second degré un point F tel que les plans tangents 
menés du point F à ce cône soient tangents au cercle de l'in- 
fini, ou, ce qui revient au même, au côue isotrope qui a même 
sommet que le cône donné. 

Soit un cône de sommet ; menons les plans tangents 
communs à ce cône et au cône isotrope de même sommet ; 
ces plans, au nombre de quatre, se coupent deux à deux sui- 
vant six droites passant par le point 0. Ces six droites consti- 
tuent le lieu géométrique des foyers du cône ; on les appelle 
les lignes focales ou plus simplement les focales du cône. 

Il est aisé de voir que deux de ces lignes seulement sont 
réelles . 

En effet, remarquons d'abord que ces lignes s'obtiennent 
aussi en joignant le point aux ombilics relatifs au cercle de 
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l'infini et à la conique section du cône donné pur le plan de 
l'infini. 

Supposons que le cône donné soit rapporté à ses plans prin- 
cipaux et ait pour équation ponctuelle 

^^yL + ^^o 

ABC 
Sa conique de l'infini a pour équation 

Am^ + Bu^M-C)/;^ ^ 0, 
et l'on aura les ombilics relatifs à cette conique et au cercle 
de l'infini en écrivant que l'équation 

Am^ -^ Bv'^ -h Cvf + ï.(t/^ h- v' -+■' w'') = 
représente deux iioints. 

On a ainsi les trois couples de points 

(A — CK^+(B — CK = 0, 

(A — By+(C — B)m;5 = 0, 

{R — A)!;2+(G — A)îu5 =^ 0. 

Si l'on suppose A >■ B >■ C, on voit que le second couple 

seulement est réel. 

Les lignes focales correspondantes ont pour équations ponc- 
tuelles 

Â^^Hb^^C — B ~ '*' 
j/ = [). 

257. Les deux plans tangents au cône qui passent par une 
ligne focale touchent ce cône suivant deux génératrices ; le 
plan de ces deux génératrices est le plan conjugué de la focale ; 
on l'appelle quelquefois le plan directeur relatif à tous les 
foyers situés sur la focale. 

Nous allons établir par des considérations géométriques 
très simples quelques propriétés des focales des cônes ; pour 
cela nous emploierons les notations suivantes. 

Soit le sommet du cône, S la conique section par le pian 
de l'inflni, C le cercle de l'infini. 



y Google 



324 COORDOMTiÉES TAISGENTIELLES.- 

Menons deux tangentes communes aux coniques C et S ; 
soient HM et KN ces deux tangentes ; elles touchent C en 
H et K, et S en M et N. Ces deux tangentes se coupent en 
un point L, OL est une focale et le plan directeur correspon- 
dant est le plan OMJX. 

258. Théorème. — Tout plan perpendiculaire à une focale 
coupe le cône suivant une conique qui a pour foyer te point de 
rencontre du plan sécant et de la focale et pour directrice coitcs- 
pondante l'intersection du plan sécant et du plan directeur. 

Prenons un point F sur la focale OL ; le plan passant par. 
F et perpendiculaire à OL est le plan HFK ; ce plan coupe le 
plan directeur OMN suivant une droite AB (A sur OM et B 
sur ON). 

La conique section du cône et du plan est tangente en A et 
B aux droites FA et FB ; or ces droites passant parles points 
II et K qui sont les points cycliques du plan FAB, on en con- 
clut que la conique a pour foyer le point F et pour directrice 
AB. 

239. Théorème. — Les focales d'un cône sont perpendiculaires 
aux plans de sections circulaires du cône supplémentaire. 

En effet, la trace du cône supplémentaire sur le plan de l'in- 
fini est une conique S' qui est polaire réciproque de S par 
rapport au cercle de l'infini ; donc cette conique S' passe par 
les points H et K, et par suite le plan OHK est un plan de 
section circulaire du cône supplémentaire. Ce plan étant per- 
pendiculaire à OL, le théorème est démontré. 

260. Théorème. — Deux plans conjugués quelconques passant 
par une focale sont perpendiculaires. 

En effet, ces deux plans seront également conjugués par 
rapport au cône isotrope de sommet 0- 

261, Théorème. — Touiplan tangent à un cône fait des angles 
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égaux avec les plans qui passent par la génératrice de contact et 
par les focales réelles. 

Soient L et L' les traces des focales réeiles sur le plan de 
l'infini ; ces deux points constituent un couple d'ombilics rela- 
tifs aux coniques S et C. Menons un pian tangent quelconque 
au cône, soit MT satrace sur le plan de l'infini, M étantle point 
de contact avec la conique S, Il faut démontrer que le plan 
tangent fait des angles égaux avec les plans OML et OML' ; 
ou, ce qui revient au même (note 16, chapitre V) en dési- 
gnant par MI et MJ les tangentes menées par M au cej'cle 
de l'infini, que 

(M.TLIJ) = (M.L'TIJ). 

Or la droite MT est une droite double de l'involution formée 
par les tangentes issues du point M h toutes les coniques du 
faisceau tangentiel défini par C et S ; on a donc 

(M.TLIJ) = (M.TL'JI), 
et par suite 

(M.TLIJ) =(M.L'TTJ]. 
On établirait d'une façon analogue que si par une droite 
passant par le point on mène deux plans tangents au cône, 
ces deux plans sont également inclinés sur les plans qui pas- 
sent par la droite OL et les focales réelles. 

D'ailleurs toutes ces propriétés des focales d'un cône peu- 
vent s'établir sans peine analytiquement. 

262. Théorème (Chaslbs). — Les focales d'un cône de som- 
met circonscrit à une quadrique sont les génératrices des qua- 
driques homofoeales à la, quadrique donnée et passant par le 
point 0- 

En effet, prenons le point pour origine et soit 
/(«, ., »,>■) = 
l'équation de la quadrique donnée S. 

L'équation générale des surfaces homofoeales est 
fiu, V, w, r) + X(w^-4-«= + w)^) = 0. 
Ecrivons que cette surface passe par l'origine ; il faut pour 
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cela (129) que l'ensemble des termes du second degré par rap- 
port à w, V, w, 

soit décomposable en un produit de deux facteurs. 

On obtiendra une équation du troisième degré en ï. ; soit Xj 
une racine ; on aura 

f{u, V, w, 0)+À,(«^+»^ + «'^)^PQ, (1) 

P et Q désignant des fonctions linéaires en u, v, te, de telle 
sorte que les équations 

P =: 0, Q ^ 

représentent deux points P et Q à l'infuii, et les droites OP 
et OQ sont les génératrices de la surface qui passe par l'ori- 
gine. 

Or le cône de sommet circonscrit à la quadrique S coupe 
le pian de l'infini suivant une conique qui a pour équation 

l'identité (1) prouve que P et Q constituent un couple d'om- 
bilics communs à cette conique et au cercle de l'infini ; donc 
OP et OQ sont deux focales du cône, et le théorème est dé- 
montré. 

Il est clair que les focales réelles seront les génératrices de 
l'hyperboloïde à une nappe qui passe par le point et qui est 
homofocal à la quadrique S. 



EXERCICES ET NOTES 



1. Soil Q une quadrique circonscrite à un ellipsoïde donna E e( A 
le pèle par rapport à l'ellipsoïde du plan P de la courbe de contact 
des detin! surfaces. 

1" Démontrer qu'il y a en général trois quadriques Q,, Qa, Qs 
homofocales avec l'ellipsoïde E et telles que les plans polaires Pi, 
Pî, P3 du point A par rapport aux quadriques Qi, Qa, Q3 passent 
par le centre de la quadrique Q. 



y Google 



FOÏERS ET SURFACES HOMOFOGALBS 327 

2" Les plans Pj, Pa, Pj sont les plans pHncipaux de la quadrique Q, 
et les coniques Ci, Ca, Cj, intersections dessurfaces (P,, Qi), (Ps, Qa), 
(Psi Qa), sont les focales de cette quadrique. 

3" Les projections orthogonales des coniques Ci, Ca, Cj SMr tes 
jjiaîîs jjriMcywtmc cie VelUpso'ide E soKi des conigMfis hamofocales . 

On projettera en particulier ces coniques sur le plan principal qui 
contient l'atae majeur et l'axe moyen de l'ellipsoïde, et l'on cherchera 
le lieu décrit par les foyers des coniques projetées quand la gaa- 
drique Q varie en restant circonscrite à l'ellipsoïde, le plan P de la 
courbe de contact ne changeant pas. 

(Concours général, 1893-) 

Soit 

E = a'^u^ + hH"- -H c^vfi — r^ = 

l'équalion iangenLielle de l'ellipsoïde E rapporté à ses axes ; si 

A = au + ^ -\--po ^ r = tl 
est l'cquHlioii du point A, l'équation de la quadrique Q sera de la 
l'orme 

Q = /iE -I- A^ = 

Q = h{a^u^ + 6%» + c^w'^ — r') + {m + up -t- ^^( + rf = û . 
1° Une surface homofocale avec E a pour équation 

et le plan polaire de A par rapport à cette quadrîque est 
Écrivons que ce plan passe par le centre de Q, dont les coordon- 

H û Y 

„ées.ont j^:^, j— ^, f::r7i; on. 

0, (3) 



(1 - »)(«■ + J)"^ (!-*)(!.■+») ^ (1 - »)(o' + >) 

é(iuation du troisième degré en i qui détermine les trois quadriques 

0„ 0., Q.. 

Les trois surfaces seront représentées par l'équation (1), en y 
remplaçant ^ par les racines de (3) ; et en faisant de même pour 
l'équation (2), on aura les équations des plans Pj, Ps, Pj. 

2° Il suffit d'établir que les coordonnées de ces plans vérifient les 
équations 

fta^w + aA _ hhH + ftA _ fic^tc + yA 

ce qui ne présente aucune difficulté, en tenant compte de l'équa- 
tion (3). 
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D'ailleurs quand nous aurons établi que les coniques Ci, Ca, G3 
Pont les focales de Q, il en résultera bien que les plans l'i, P2, P3 
sont les plans principaux de celte quadrique. 

L'équation tangentielle d'une de ces coniques est 

jj. étant déterminé de telle manière que cette équation représente 
une conique, c'est-à-dire que les quatre équations 
{a^ + \)u-\- fia A. =z 0, 

— î- + (iA = 
aient des solutions communes en u, v, w, r. 
On obtient aisément la condition 

OU, en tenant compte de l'équation (3), 



U en résulte que l'équation d'une des coniques Ci, C^, C3 est 
hE + A^ -H Xft(M2 + v^-h w^) - 0, 
ce qui montre que ces coniques sont les focales de la quadrique Q. 
3° La projection de cette conique sur le plan des iey a pour équa- 
tion tangentielle 

hia^u" + b^v^ — r2) + {u'x + ^^ + r)^ + ),A(w^+ v^) = ; 
il suffit, en efEet, de faire w — dans l'équation de !a conique 
elle-même (72). 

Si X varie, cette équation représente des coniques homofocaSes 
avec la conique 

hi.a'^u^ + bV — f^) 4- (wa + 1>6 H- r)^ — 0, 
et on a aisément le lieu des foyers de cette conique quand h varie. 

2, Etant donné «m système de quadriques homofooales et un 
point P dans l'espace, déterminer : 

i" Le limi des ■projetantes du point P sur ses plans polaires par 
rapport aum quadriques du système ; 

%" Le Ueii, relativement à l'une quelconque des quadriques, des 
droites qzà passent en P et sont perpendiculaires à leurs droites con- 
juguées ; 
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3° Le lieu des normales menées par P à toutes les quadriques 
données ; 

4° Le lieu, relativement à l'une quelconque des quadriques, des 
droites passant en P et telles qae Vune des sections faites par les 
plans passant par cette droite ait cette droite pour aœe. 

On trouvera pour tous ces liewB un même cène équilatère. Montrer 
que la section de ce cône par un plan principal des quadriques est 
l'hyperbole d'Apollonius relative à la focale des quadriques situées 
dans ce plan et à la projection du point P, sommet du eSne, sur ce 
pUn. 

3, On considère les coniques C suivant lesquelles un plan P coupe 
un système de surfaces homofoaales. Trouver le lieu des centres, des 
foyers et l'enveloppe des axes des coniques C. 

Considérons la surface S du faisceau qui touche le plan P, soit 
le point de contact ; nous prenons le plan P pour plan des xy, le 
point pour origine, les axes des x et des y étant les bissectrices 
des génératrices de la surface S situées dans le plan tangent P. 

L'équation de la surface S est alors 
t{u, V, w, r) = au^ + a'v^ + 2our -h 2c'wr + 2c\nr ■+■ dr^ ^ 0, 
et l'équation générale des surfaces homofocales est 
f(u,v,u,,r)^Xu^-t-v^ + v,^)=.0. 

On aura aisément l'équation de l'intersection de cette surface avec 
le plan des xy, ce qui donnera l'équation des coniques C et on sera 
ramené à un problème de géométrie plane. 

Le lieu des centres est une droite, le lieu des foyers est une stro- 
phoïde et l'enveloppe des axes est une parabole. 

4, Un dièdre droit se meut de façon qu'une de ses faces passe par 
une droite D et que son arête décrive un plan Q. Démontrer que l'en- 
veloppe du plan de la seconde face est un cône du second degré ayant 
pour focales la droite D et une perpendiculaire auplan Q. 

5, On donne une surface du second ordre Q et une sphère de rayon 
nul S, ayant pour centre le point P ; on considère toutes les sur- 
faces S jMi passent par l'intersection des deuie premières. 

l'A étant un point de la surface (J. R le plan iangent en ce point, 
on considère les cônes qui ont pour sommet le point P et pour direc- 
trices les sections faites dans les surfaces ^parleplan R. Démontrer 
que la droite PA est un axe de tous ces cônes. 

2° Oherclter combien il eaiiste de cônes parmi les surfaces S. Dans 
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quel cas un des cônes trouvés devient-il un cylindre, un système de 
deus) plans ? 

3° Examiner si le point P et la surface Q restant fixes, la pro- 
priété de l'énoncé subsiste quand on remplace la sphère S par une 
autre surface convenablement choisie. 

{Concoure général-, 1891.) 
On ramène cette question à une étude des surfaces liomofocales 
par une transformation par polaires réciproques. 

Si on prend le point S comme origine, l'équation générale des 
surfaces S sera de la forme 

¥(^, y, .-, () + X(iK= + y= + ^^) = ; 
transformons par le principe de dualité ; on obtient les surfaces lio- 
mofocales 

Fyu, V, -m, r)-i-X(u^-hv^-i-w^)=iO. 

C'est ainsi que la question a été résolue par M. Jordan, qui a eu 
le prix d'honneur. 

Voir sa solution dans Id Bévue de Mathématiques Spéciales, Tomel, 
n. 173. 



6. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre £ s 
à une quadrique S, tout plan cyclique de S coupe les surfaces 2 sui- 
vant des courbes dont les focales passent toutes par deimi points fimes. 

7. On prend sur une quadrique une section plane quelconque ; 
celle courbe peut être prise pour la focale d^une surface noi^elle 
passant par l'une des focales de lapremière. 

Soit f{u, V, r) = [G] 

l'équation de la section par le plan des ioy d'une quadrique S ;. 
l'équation de la quadrique sera de la forme 

S ^ flu, V, rH-Xl>s = 0, 
P ^ désignant Téquation du pôle du plan des xy par rapport à 
la quadrique. 
On en déduit 

f{u,v, r) + !^[u^ + v'^w^)-=^&-\-^[u^-hV^^w^)~lPK (i) 
Déterminons |j, de telle sorte que S + |j;(m^ + "w^ + w^) ^ re- 
présente une conique, qui sera une focale de S. 
L'équation 

S + |.t(»^-i-v^ + w^) — ÀP^ -0 

représente une quadrique passant par la focale considérée, et l'on 
voit qu'elle admet pour focale la conique C par suite de l'identité [1). 
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8. On donne deuic quadrtques homofocales, et par ime droite prise 
arbitrairement dans l'espace, on mène les plans tangents à ces sur- 
faces, puis Von joint le point A oîi l'un des plans touche la première 
surface auj) points B, B' où ces plans touchent la seconde surface. 

Démontrer que les droites AB, AB' sont également inclinées sur la 
normale en A à la première surface, et sont dans le même plan que 
cette normale. 

On pourra prendre le point A pour origine et le plan langent 
en A à la surface correspondante pour plan des ccy. 

9. Quand trois plans rectangulaires sont tangents respectivement 
à trois qtiadriques homofocales, le point d'intersection de ces trois 
plans est sur une sphère. 

10. Le produit des distances de chaque point d'une focale d'une 
quadrique à deuœ plans tangents à la surface, parallèles entre eux 
et parallèles à la tangente à la focale au point choisi, est constant. 

11. Si, par une droite donnée, on mène des plans tangents à un 
système de surfaces homofocales, les normales correspondantes en- 
gendrent u» paraioloïde hyperbolique. 

Si la droite est normale à l'une des surfaces du faisceau, les nor- 
males enveloppent une parabole. 

12. Considérons une ellipse et une hyperbole telles que l'une de 
ces courbes soit la focale de l'autre ; prenons pour axes des x et 
des >/ les axes de l'ellipse, l'axe Oa étant perpendiculaire à son plan; 
les équations des deux courbes seront 

|- + |i-i=o, .- = 0, 



en supposant c^ = n^ — b^. 

Tous les points de l'hyperbole sont des foyers de l'ellipse ; nous 
allons démontrer que le rapport des distances d'un point quelconque 
de l'ellipse à un foyer et à la directrice correspondante est constant. 

Soit M un point quelconque de l'hyperbole. La normale en ce 
point à cette courbe rencontre Occ en un point D ; par ce point je 
mène la perpendiculaire DD' à Oœ, cette droite est la directrice re- 
lative au foyer M (240). 

D'un point quelconque P de l'ellipse, j'abaisse PQ perpendicu- 
laire sur Dû' et je dis que le rapport -^ est constant. 
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Soient, en effet, (le, y, 0) et (a, 0, y) les coordonnées des puints P 
et 11 ; on a 



Mais l'abscisse du point D est — ^a ; donc 
™ -±. 

v^i- a' 

Si l'on abaisse du point P !a perpendiculaire PR sur le plan 
Pli pM 

MDQ, le rapport nr; ^^t constant ; on en conclut que -pj, est aussi 

constant; par suite l'angle de PM avec le plan MDQ, ou avec la 
tangente MT à l'hyperbole, est constant. 

I] en résulte que le cône qui a pour sommet lo point M et qui 
s'appuie sur l'ellipse est de révolution autour de la tangente MT. 

Théorème. — 1° La différence des distancer d'unpomt de l'elUpse 
à deuapoints fia:es de la même branche d'hyperbole est constante. 

2° La somme des distances d'un point de l'ellipse à deusa points 
fixes pris sttr des branches différentes de l'hyperbole est constante. 

3° La différence des distances d'un point de l'hyperbole à deuie 
points firmes de l'elUpse est constante . 

Nous avons trouvé 






Supposons que le point M soit sur la branche de droite de l'hy- 
perbole, c'est-à-dire que a soit positif. 
On a alors 



MP = — (-^»^ — ^)' 
'our le point M', pris sur la branche de gauche, on aura 

M'P= -^i^^'-—-)' 
" Soient M et M, deux points pris sur la branche do droite de 



y Google 



l 'hyperbole ; o 



FOYERS ET SUliPACI':^ 

MP = ~(-^x 
MiP = — {—a: 



MP — M,P = _(« — ai). 
2" Soient 

MP-4-i\rP = — (a— a'). 
3° Soient P et P' deux points de l'ellipse ; on a 

MP' = — (±-e-~^A, 
MP-MP' = -^(œ' — œ). 

13. Étaut donués deux eilipsoidesbomofocaux, 



on dit que deuxpoints {ce, y, s) el (X, Y, Z) situés respectivement 
sur chacune de ces surfaces sont correspondants quand on a entre 
leurs coordonnées les relations 

^-1. !_-!. A_A 

« A È B ' c C 

Démontrer que la distance de deux points, situés sur deuas ellip- 
soïdes komofocaum, est égale à la distance de leurs points correspon- 
dants. 

Ce Ihéorcme, dû à Ivorï, est utilisé dans la théorie de l'attraction 
des ellipsoïdes. 

14. Coniques spbériques. — Un cône du second ordre rencontre 
une sphère concentrique suivant deux courbes fermées symétriques 
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par rapport au centre de la sphère ; chacune de ces courbes est 
appelée une conique sphérique, un are de grand cercle quelconque 
les rencontre en deux points. 

Les focales réelles du cône rencontrent la sphère en deux points 
situés à l'intérieur de chaque conique ; ces points sont appelés les 
foyers de la conique. 

Les plans cycliques du cône supplémentaire coupent la sphère 
suivant deux grands cercles qui ont pour pôles les foyers (259) ; ces 
grands cercJea sont appelés les arcs cycliques de la conique sphé- 

Nous allons montrer que les coniques sphériques jouissent de 
propriétés fort analogues à celles des coniques planes. 

Nous remarquerons pour cela qu'à toute propriété du cône corres- 
pond une propriété de la conique sphérique ; en outre nous ferons 
usage de la transformation par figures polaires ou supplémentaires. 

Dans cette transformation, à un point de la sphère correspond le 
grand cercle dont ce point est le pôle. Si le point décrit une conique 
sphérique S, section de la sphère et d'un cône C, le grand cercle 
correspondant enveloppe une conique sphérique S', section de la 
sphère et du cône C supplémentaire du cône G; il en résulte qu'aux 
foyers d'une des coniques correspondent les arcs cycliques de l'autre. 

Nous remarquerons aussi que l'arc de grand cercle qui joint deux 
points de la sphère est égal à l'angle des grands cercles correspon- 
dants . 

Enfm, pour abréger le langage, par distance de deux points de la 
sphère nous entendrons la longueur de l'arc de grand cercle qui les 
joint ; par tangente à une conique sphérique, un arc de grand 
cercle tangent ; par rayons vecteurs d'un point, les arcs de grand 
cercle joignant ce point aux deux foyers. 

Tout d'abord des propriétés du cône étabhes au numéro 561 nous 
déduisons les théorèmes suivants : 

Théorème 1. — La tangente en un point d'une conique sphérique 
fait des angles égaux avec les rayons vecteurs dit point. 

Théorème 11. — Les tangentes issues d'un point à une conique 
spMrique font des angles égaux avec les rayons vecteurs du point. 

Transformons ces théorèmes par figures supplémentaires ; on a les 
nouveaux énoncés qui suivent : 

Théorème 111. — La tangente en un point A d'une conique sphé- 
rique rencontre les arcs cycliques en des points équidistants du 

TiiÉORKME IV. — Si un arc de grand cercle rencontre une conique 
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sphérique en deux points A et A', et les arcs cycliques en B el G', 

arcAB= arcA'B'. 

On voit ainsi que les arcs cjcliques d'une conique sphérique 

jouent un rôle analogue à celui des asymptotes d'une conique plane. 

Thëorehe V. — Si d'un point d'une conique sphérique on abaisse 

des arcs de grand cercle perpendiculaires sur les arcs cycliques, le 

produit des sinus de ces a,rcs est constant. 

Nous allons établir la propriété correspondante du cône. 
Soit 

x^ + y' + =^--pQ 

l'équation du cône, le sommet étant à l'origine, 

P = 0, Q = 

désignant les équations des plans cyclic|UQs. 

Soit M un point du cône; abaissons Mil et MK perpendiculaires 
sur les plans cycliques et désignons par a et a' les angles de la 
droite OM avec les deuï plans; on a 

_ MH . , _ MK 

sin ^ - OM ■ ^'" =' - OM ' 

d'où 

. , _ MH.MK _ X.PQ 
' ~ ÛM^ — a^a + ys + jï' 
où A désigne une constante. Le théorème est démontré. 
En transformant ce théorème, on a : 

Théorème VI. — Le produit des sinus des arcs de grand cercle 
perpendiculaires abaissés des foyers sur une tangente est constant. 
TiiËOHËME Vil. — La sornme des distances d'un point d'jtne conique 
sphérique atna deux foi/ers est constante. 

Soient FP, F'P' les arcs de grand cercle perpendiculaire menés à 
la tangente au point M. 

Désignons par M l'angle FMF' ; dans les triangles sphériques rec- 
tangles MPF, MP'F', on a 

sin FP = sin FM cos -^ , 



1 F'P' = sin F'M c 



M . 



sin FM. gin F'M .cos^ -^ = sm FP.sin F'P' = constante. 

Or de la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique, 

cos a = cos 6 cos c -4- sin b sin c cos A, 
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on déduit 






_ sinysin(p — a) ^ 
sin b sin c 
2p désignant a + 6 + c. 
Appliquant cette formule au triangle FMF', on voit que 
M 
sin FM. sin F'M.cob^ -^ = siap.sin {p — FF}. 

Il en résulte que 

sin p.s\a(p — FV') = constante, 
et pur suite p est constant. 
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CHAPITRE XI 
PROPRIÉTÉS DE DEUX QUADRIQUES 



263. Quadriqiies hurmoniquetnent inscrites et ci 113009 erltes. 

— Soient deux quadriques déterminées, l'une par son équa- 
tion ponctuelle et l'autre par son équation tangentielie, 
f{x, y, z, t) = ax^-haY-^-aV-h'ihyz-hWzx + 'il)''xy 

-h'^cxt-h'ic'yt-i-'ic'zt+df' = 0. (S) 

+ 2Yi<»--l-2>î--4-2/wr+oV^0, (S) 
Considérons l'expression 

e = aa-!-aV-i-aV''+2*3 + 2*'^'+2é''3''-i-2e-fH-2cY+2cY+rfô ; 

si l'on il 

e = a, (1) 

nous dirons que la surface S est harmoniquement circons- 
crite à S, et quela surface S est harmoniquement inscrite à S. 

Nous verrons plus loin les raisons de cette dénomination , 
Auparavant nous établirons les théorèmes suivants. 

Théorème . — Bans un faisceau ponctuel de quadriques, il en 
existe en général une seule qui soit harmoniquement circonscrite 
à une quadrique donnée ; s'il y en a deux, toutes le sont. 

Si l'on suppose que les coefficients de f(x, y, ï, t) soient 
fonctions linéaires d'un paramètre À, l'équation {I) est du 
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premier degré en \ et admet en général une seule solution, 
à moins qu'elle ne soit identiquement satisfaite. 



: COHRÉLATIF, — Baus un faisceau tangcntiel de 
quadriques^ il en existe en général une seule qui soit karmonique- 
ment inscrite à une quadrique donnée ; s'il y en a deux, toutes 
le sont. 
Même démonslralion, 

264. Pour interpréter géométriquement la condition (1), 
nous examinerons d'abord quelques cas particuliers. 

1° Si la quadrique S se réduit à un point double, la condi- 
tion (1) exprime que ce point est sur la quadrique S . 

2' Si la quadrique 2 se réduit à deux points, la condition (1) 
exprime que ces deux points sont conjugués par rapport k la 
quadrique S. 

3" Supposons que la quadrique S se réduise à une coni- 
que r, et désignons par C la conique section de la surface S 
par le plan de la conique r. 

Menons une tangente quelconque à r et soit P le pôle de 
cette tangente par rapport à C ; par le point P je mène deux 
tangentes à r qui rencontre !a tangente précédente aux points 
Q et R. 

Je dis que si l'on a 

e z^. 0, 

le triangle PQR est conjugué par rapport à C, autrement dit 
que la conique r est harmoniquement inscrite à C. 

En effet, prenons sur QR un point arbitraire M; les points 
P et M sont conjugués par rapport à S ; il existe donc deux 
quadriques harmoniquement inscrites à S, d'une part r et 
d'autre part l'ensemble des points P et M. Il en résulte que 
toutes les quadriques du faisceau tangentiel déterminé par r 
et l'ensemble des points P et M seront harmoniquement ins- 
crites à S, 

Or la tangente menée de M à r rencontre PQ en un point 
N ; les deux points R, N font partie du faisceau tangentiel, 
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ils sont conjugués par rapport ïi S, ce qui montre que PQ est 
la polaire du point R par rapport à C, ou que le triangle PQR 
est conjugué par rapport à C. 

Réciproquement, si la conique r est harmoniquement ins- 
crite à C, la condition [i] est vériflée. 

Soit PQR un triangle circonscrit à r et conjugué par rapport 
à G ; menons une tangente à r rencontrant PQ en R' et PR en Q' , 

Le faisceau tangentiel de quadriques défini par les deux 
couples de points Q, Q' et R, R' contient deux quadriques 
harmoniquement inscrites h S ; donc pour toute quadrique du 
faisceau, en particulier pour la conique r, la condition{l) sera 
vérifiée . 

En résumé, si la quadrique S se réduit a une conique r, la 
condition (1 ) exprime que cette conique est harmoniquement 
inscrite àla conique section de S parle plan de la conique r. 

4° Si la quadrique S se réduit à un pian double, la condi- 
tion (1) exprime que ce plan est tangent à S. 

3" Si la quadrique S seréduil à deux plans, la condition (1) 
exprime que ces deux plans sont conjugués par rapport à s. 

6" Enfin si la quadrique S se réduit à un cône, on pourra 
raisonner comme dans le troisième cas (en se laissant guider 
par le principe de dualité) eton reconnaîtra que la condition (1) 
exprime qu'il existe une infinité de trièdres inscrits dans le 
cône S et conjugués par rapport au cône circonscrit à S et 
de même sommet ; ou encore que si l'on coupe ces deux cônes 
par un plan, la section du cône S est harmoniquement cir- 
conscrite à la section du deuxième cône . 

Nous allons maintenant supposer que les quadriques S et S 
sont quelconques. 

265. Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour 
que S soit harmoniquement circonscrite à S est qu'il existe une 
infinité de tétraèdres inscrits dans S et conjugués par rapport 
à 2. 

1° La condition est nécessaire. Supposons que S soit har- 
moniquement circonscrite à S. Soit M un point quelconque 
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de la surface S; prenons son plan polaire par rapport à S, ce 
plan coupe S suivant une conique C et S suivant une co- 
nique r. Je prends un point quelconque P sur la conique C, 
et le plan polaire de ce point par rapport à ^ coupe la coni- 
que C en deus points Q et R. 

Nous allons montrer que le tétraèdre MPQR. qui est inscrit 
dans la quadrique S est conjugué par rapport à S, et pour 
cela il sera suffisant d'établir que le triangle PQR est conju- 
gué par rapport à r, ou que PQ est la polaire de R par rap- 
port à cette conique. 

Le plan tangent en M à S et le plan polaire de ce point for- 
ment une quadrique harmoniquement circonscrite à S ; donc 
toutes les quadriques passant par l'intersection de ces deux 
plans et de S sont harmoniquement circonscrites à S ; en par- 
ticulier la propriété aura lieu pour le cône de sommet M et de 
directrice G. Si on se reporte au numéro précédent (6°), on 
voit que la conique C est harmoniquement circonscrite à r, 
ce qu'il fallait démontrer, 

2* La condition est suffisante. Supposons que le tétraèdre 
MPQR soit inscrit dans S et conjugué par rapport à il, je dis 
que S est harmoniquement circonscrite à S. 

En effet, la propriété a lieu pour le cône de sommet M et de 
directrice C, ainsi que pour l'ensemble formé par le plan 
tangent en M à S et le plan PQR ; donc cette propriété sub- 
siste pour toute quadrique appartenant au faisceau ponctuel 
correspondant, c'est-à-dire pour la quadrique S. 

Le théorème est démontré. 

On voit ainsi qu'une quadrique harmoniquement circon- 
scrite à une quadrique donnée est circonscrite à une inlinité 
de tétraèdres conjugués par rapport à cette quadrique. 

Corrélativement, on peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que S 
soit harmoniquement inscrite à S est que S soit inscrite dans 
une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à S. 

266. On déduit de là. la proposition suivante : 
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Étant données deux quadriques S et 2, s'il existe un tétra- 
èdre inscrit dans S et conjugué par rapport à S, */ en existe 
une infinité, et il existe aussi une infinité de tétraèdres circon- 
scrits (i S ei conjugués par rapport à S. 

267. Application. — Théorème. — Les sphères circonscrites aute 
tétraèdres conjugués par rapport à wne quadrique à centre coupent 
orthogonalement la spJtère de Monge. 

Soit une sphère 

S — œ2 + iy2 ^_ js _ Soœ — 3^!/ — a-f j + Q =^ 0, 
et une quadrique à. centre 

-£. = \u^ + ïiv^ -+- i]w^ — r^ = 0. 
Pour quo la Rphère soit hiirnioniquement circonscrile à la surface, il 
faut qu'on ait 

A -H B + C ~ 3 = 0, 
ce qui montre que la puissance du centre de la quadrique par rap- 
port à la sphère est égale à A -t- B + C, carré du rayon de la 
sphère de .Monge; le théorème est démontré. 

Si cette condition est remplie, la quadrique est harmoniquement 
inscrite à la sphère ; on en conclut que si une quadrique à centre 
est inscrite dans un tétraèdre conjugué par rapport à une sphère, la 
puissance de son centre par rapport à la sphère est égale à la somme 
des carrés des demi-aioes. 

268. Remarque. — Étant donné un tétraèdre, il n'existe pas en 
général de sphère conjuguée par rapport à ce tétraèdre ; la condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu'il en existe une est que les 
quatre hauteurs du tétraèdre concourent en un même point, et ce 
point est le centre de ia sphère. On dit dans ce cas que le tétraèdre 
est orthocentrique, et le point de concours des hauteurs, c'est-à-dire 
le centre de la sphère conjuguée, est dit ï'orihocenîre du tétraèdre. 

On sait aussi que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
tétraèdre soit orthocentrique est que les arêtes opposées soient deux 
à deux rectangulaires. 

269. Le théorème du n" 267 peut alors s'énoncer de la façon sui- 
vante : 



Le lieu des centres des qiiadriques inscrites dans un tétraèdre or- 
thocentrique et pour lesquelles la somme des carrés des axes est 
constante est une sphère qui a pour centre l'orthocenfre du tétraèdre. 



y Google 



342 COORDONNÉES TANGENTIELLIîS. — GÉOMÉTRIE DANS L liSPACTÎ 

C'est la sphère conjuguée par rapport au tétraèdre qui constitue 
le lieu dans le cas où la somme des carrés des axes est nulle. 

270. La sphère de Monge d'une quadrique a pour limite un plan, 
dit plan de Monge, si la surface se transforme en un paraboloïde ; 
les théorèmes du n" 267 peuvent alors s'énoncer : 

Les sphères circonscrites a-ua: tétraèdres conjugués par rapport à 
un paraboloïde ont leurs centres sur le plan de Monge. 

L'orlhoaentre d'un tétraèdre ortliocentrique circonscrit à unparw- 
bolo'ide est sur le plan de Monge. 

271. A l'aide des considérations précédentes, on peut établir sim- 
plement le théorème du n" 132, à savoir que si deux tétraèdres abcd 
et a'b'c'd' sont conjugués par rapport à une même quadrique S, 
toute quadrique qui passe par sept de ces sommets passe par le hui- 
tième . 

En effet, soit une quadrique S passant par les points a, b, c, d, 
a', h', d ; elle est harmoniquement circonscrite à S, donc le pôle 
du plan a'b'c' par rapport à S, c'est-à-dire le point d', doit être 
situé sur S. 

272. Pour qu'une quadrique soit harmoniquement circonscrite au 
Cîrcle de l'infini, il faut que le cône des directions asympiotiques 
contienne trois génératrices formant un trièdre trirectangle ; on en 
conclut que celte dernière condition s'exprime analytiquement par 
la relation 

A + A' + A" = 0, 
A, A', A" désignant les coefficients de a:^, y'^, s^ dans l'équation 
ponctuelle de la surface. 

De même, pour qu'une quadrique soif harmoniquement inscrite 
à un cône isotrope de même centre, il faut que le cône des direc- 
tions asympto tiques puisse être inscrit dans un trièdre trirectangle; 
-on en conclut que cette dernière condition s'exprime analytiquement 
jiar la relation 

■a, ûl', a" désignant les coefficients de u^, ii^, lo^ dans l'équation tan- 
gentielle de !a section de la surface par le plan de l'inlini. 

273. Soient deux quadriqucs déterminées par leurs équa- 
tions tangentielles, 

/■{m, V, w, r) = aiî' + aV -i- «"w^ ^%bvw -V- ^/t'wu + ^b'uv 

-h leur -h Sc'uï- + 2c''wr m- dr^ = 0, (S) 
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ft{u. V, w, r) = aiM^M-a',ij2-l-aîM!^ + 26i«w-i-2è;mH-26;wf 
+ 2c,uï'-H2c',w+2<:>ï- + rfifS = 0. (S,) 
L'équation générale des quadriques inscrites dans !a dcve- 
loppable commune à S et à Si est 

/+)./■, = (). (1) 

L'équation ponctuelle correspondante est 



-Ai." è'-i-W, 



-X6; 



\-\a'. 



hU, 



- le, c' -\-lc', c" + Ici d-{-ld, t 
V y z t 

si on y considère X comme inconnue, les racines de cette 
équation transportées dans l'équation (1) donneront les qua- 
driquesdu faisceautangentiel qui passent par le point {x,y, z, t). 
Cette équation est du troisième degré en X, on peut l'écrire 
F{x,y, z, t)-\-\^{x, y, s, t)-i-l^'i;{x,y, j, l)-i-l''F,{x, y.z, = 0. 
Les équations 

Fix, y, z, t) = 0, P,{^, î/, ., () - 

sont les équations ponctuelles des quadrîques S et Sj ; les 
équations 

*(3:, y, z, t) = 0, 1>,(^, y, z, t) = 

sont du deuxième degré par rapport à x,y,z,t] elles repré- 
sentent des quadriques dont nous allons étudier les propriétés. 

274. Désignons par S et S, ces deux quadriques. On peut 
dire que la.quadrique S est le lieu d'un point tel que les va- 
leurs de X relatives aux quadriques du faisceau tangentiel (1) 
qui passent par ce point vérifient la relation 

tandis que la quadrique Sj est le lieu des points pour lesquels 
on a 
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Or il est clair que si l'on fait un changement de coordon- 
nées quelconque, les valeurs de X correspondant à un point 
déterminé conservent la même valeur. 

Supposons le point à l'origine, l'équation en / devient 
I a + Ml 0" + Wi ^ -1- 



hî-ôî 






qu'on peut écrire 

1 
en posant 



= 0, 



i ''/ h 



H. a', .,., p" et «1, a'i, ,.., p" désignant les cocfTicients de 
a, a', .,., é° et a,, «î, ..., i" dans les développements des 
déterminants D et Dj. 
Or l'équation 

m'^ ■+- 7.Y + :iV -+- 2pys -t- 2f^'zx -h âfi^icy = 
est l'équation ponctuelle du cône C qui a pour sommet l'ori- 
gine et qui est circonscrit à la qnadrique S ; on en conclut 
que la condition 

e = 



1 



h 



exprime que le cône C est harmonique ment circonscrit à la 
quadrique Si, ou, 'ce qui revient au même, que le cùne C est 
harmoniquement circonscrit au cône Ci qui a pour sommet 
l'origine et qui est circonscrit à la quadrique Si. 

Il résulte de là que la quadrique 2, qui a pour équation 

liœ, y, z, t) = 0, 

est le lieu d'un point tel que le cône circonscrit à S ayant pour 
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sommet ce point soit liarmoniquement circonscrit au cône 
circonscrit à S, et ayant même sommet. 
On verrait de même que la qaadriquc Sj, 

■i>,{x, y, z, t) = 0, 

est le lieu d'un point tel que le cône circonscrit à Si et ayant 
pour sommet ce point soit harmoniquement circonscrit au 
cône circonscrit à S et ayant même sommet. 

275. Les deux quadriques S et i], ont même tétraèdre con- 
jugué commun que les quadriques S et Sj. 

En effet, rapportons ces deux dernières h, leur tétraèdre 
conjugué commun ; leurs équations tangentielles peuvent 
s'écrire 

au^ -+- a'v^ ■+- aV -h dr^ = 0, 

L'équation ponctuelle des quadriques inscrites dans la déve- 
e commune est alors 



a -+• Xa, a' •+■ \a', a" -+■ luî d + y^d. 

En annulant les coefficients de \ et do ).*, on a les équations 
des surfaces S et Si, qui ne renferment que des ternies en 
x', y', ;% (^ ; on en conclut que ces quadriques sont conju- 
guées par rapport au tétraèdre de référence. 

276. r.aa pariieuliep. — Supposons que la quadrique Si se 
réduise au cercle de l'infini ; la quadrique S sera alors le lieu 
des sommets des trièdres trirectangles dont les arêtes sont 
tangentes à S, et la quadrique St sera le lieu des sommets des 
trièdres trirectangles dont les faces sont tangentes à S ; ce der- 
nier lieu sera la sphère de Monge si la surface S a un centre, 
ou le plan de Monge si cette surface est un paraboloïde. 

On retrouve ainsi l'équation de la sphère de Monge en annu- 
lant le coefficient de À' dans l'équation 
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-l b" h' c 



h" 



-l 



= 0; 



b a" 4- J. c' 
<:' é d î 

y z l 

on obtient, comme on i'a déjà trouvé an n° 193, 
d{x^ -+ if ■+■ 3^) — 'icxt — Sc'yf — ^c'zf -h{a-\-a' + a")P = 0. 

277. En écrivant que l'équation en X considérée an n" 273, 

F + u> + ï,'^*j -1- x^F, = 0, 

a une racine double, c'est-à-dire en annulant le discriminant 
du premier membre, on obtient l'équation ponctuelle de la 
surface développable circonscrite à S et à S,. 

Pour le bien comprendre, il sera plus simple do transformer 
la propriété par le principe de dualité. 

Nous savons qu'il existe trois surfaces d'un faisceau ponc- 
tuel tangentes à un plan, et les points de contact sont les 
centres des couples de sécantes communes qui joignent les 
quatre points de rencontre du plan et de la quartique gauche 
commune aux quadriques du faisceau ; pour que deux des 
points de contact soient confondus, il faut que deux des qua- 
tre points de rencontre du plan et de la quartique soient con- 
fondus, ce qui revient à dire que le plan doit être tangent à la 
quartique. 

Corrélativement, il existe trois quadriques d'un faisceau tan- 
gentiel qui passent par un point ; deux de ces quadriques se- 
ront confondues si le point est situé sur la surface dévelop- 
pable circonscrite à toutes les quadriques du faisceau. 

L'équation de cette surface développable sera donc 
(9FF, — **,)» — 4(3F<E>, — «'^X^Fi'T' — 'f-i) = C* ; 
cette surface est du huitième degré. 

278, On peut recommencer des calculs analogues en partant 
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3-1.7 



des équations ponctuelles de deux quadriques, et en cherchant 
l'équaf ion tangentielle générale des quadriques qui passent par 
l'intersection des deux quadriques données. 

On obtiendra une équation du troisième degré en l, et en 
annulant îes coefficients de X et de X^, on aura les équations 
tangentielles de deux quadriques qui seront les enveloppes de 
plans coupant les deux quadriques données suivant deux co- 
niques telles que l'une soit harmoniquement inscrite à l'autre. 

En écrivant que le discriminant de l'équation en 1 est nul, 
on aura l'équation tangentielle de l'intersection des deux qua- 
driques données. 



279. Réseaux i.angenliels. — litant données les équations 
tangentielles de trois quadriques, 
f,{u, V, w, r) = 0, f^{u, V, 10, r) ^ 0, f,{u. v, w, r) ^ 0, 

on appelle réseau tangentiel relatif à ces trois surfaces l'en- 
semble des quadriques définies par l'équation 

!,/■, + l^f^ + x/g = 0, 
où X,, Xj, Xj désignent des nombres arbitraires. 

Ces réseaux possèdent des propriétés analogues aux pro- 
priétés des réseaux tangentiels de coniques [Voir Première 
Partie {Géom. plane), n" 266]. 

Parmi les quadriques du réseau, il en est une infinité qui 
se réduisent à une conique ; les plans de ces coniques enve- 
loppent la surface développable définie par les équations 



des plans dont les pôle 
sont en ligne droite. 



v, 


If, 


iA 


•>f. 


du 


ôv 


dw 


dr 


du 


df, 
* 


of, 

âw 


df, 
dr 


àf. 
du 


àf, 
dv 


df. 
dw 


df, 
~5F 



Cette surface est aussi l'enveloppe 
par rapport aux quadriques du réseau 
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280. On démontrera comme en géométrie plane que deux 
faisceaux qui appartiennent à un môme réseau ont toujours une 
quadrique commune, 

Considérons le réseau défini par les trois quadriques suivantes : 

1" Un point double 0, 

2" Le cercle de l'infini, 

?,° Une quadrique quelconque Q. 

En combinant ces quadriques deux à deus on a les trois faisceaux 
suivants : 

1" Les sphères de centre 0, 

2" Les quadriques homofocales à Q, 

3" Les quadriques circonscrites à Q le long de la courbe de con- 
tact C du cône circonscrit de sommet 0. 

Étant donné un faisceau quelconque appartenant ^u réseau, co 
faisceau contiendra une quadrique faisant partie des faisceaux que 
nous venons d'énumérer. 

On en déduit, par exemple, qu'il existe une sphère de centre 
inscrite dans la développable commune relative à une quadrique Q' 
homofocale à Q et à une quadrique Q" circonscrite à Q en tous les 
points de la conique G. 

Supposons que la quadrique Q soit de révolution et que la qua- 
drique Q' se compose des deux foyers de Q situés sur l'ase de révo- 
lution; on aura le théorème suivant ; 

Si une quadrique Q" est circonscrite à une quadrique de révolution 
Q, le cône circonscrit à Q" et ayant pour sommet l'un des foyers de Q 
est de révolution et son awe passe par le pôle du plan de contact 
de Q et de Q". 

En remplaçant Q" par une section plane de Q, on a un autre 
théorème bien connu. 

Si l'on substitue au point double un ensemble de deux points 
distincts, on obtiendra de nouveaux é 



281. Il n'existe pas en général de quadrique réduite à deux 
points parmi tes quadriques d'un réseau, car en écrivant que 
le premier membre de l'équation est un produit de deux fac- 
teurs, on a trois relations homogènes par rapport à ii, Xj, Xj, 
qui n'ont pas de solution en général. 

Pour qu'il existe un ensemble de deux points A et B faisant 
partie du réseau, on devra avoir une identité de la forme 
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en désignant pai A — Pt B = les ôquations des deux 
points. 

Cette condition exprime que Tune des trois quadriques est 
bitangente à une quadrique du faisceau déterminé par les deux. 
autres, et que les sommets des cônes circonscrits (auxquels se 
réduit la développabie relative k deux surfaces bitangentes) 
sont les points A et B. 

Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera 
pour trois quadriques quelconques du réseau n'appartenant 
pas à un même faisceau, et les sommets des canes circonscrits 
seront les mêmes. 

282. En considérant le réseau formé par deux quadriques 
inscrites dans deux cônes de sommets A et B et par le cercle 
de l'inflni, on voit qu'il existe une quadrique de révolution 
ayant pour foyers A et B et inscrite dans la développabie com- 
mune à deux surfaces homofocales aux quadriques données. 

283. On peut aussi étudier des réseaux d'un autre genre 
relatifs à quatre quadriques, 

f, =0, /; ^ 0, /"s = 0, f, = 0. 

L'équation générale des quadriques de ce réseau sera 

ï/. + V^ + Va + V^-O. 
Les plans des coniques de ce réseau enveloppent la surface 
qui a pour équation tangentielle 

^ _^ ^ iA 



du 


AT 


au 


au 




if. 
il) 


àf, 
* 


■)/:. 
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dw 


àf, 
dw 


<>f. 
dw 


dw 


Ik 


IfL 


Mi. 


du 



Cette surface est aussi l'enveloppe des plans dont les pôles 
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par rapport à toutes les quadriqiies du réseau sont dans un 
même plan. 

284. Il n'existe pas en général de quadrique réduite à un 
point double faisant partie du réseau 

S'il en existe une, on aura une identité de la forme 
/ii/l -4- Ihf, ■+- hf.^Kf, = P\ 
P = désignant l'équation du point double. 

Cette condition exprime qu'il existe une quadrique circons- 
crite à fi et tangente aux huit plans tangents communs ans 
quadriques f„ fi, fa. 

Si cette condition est remplie, la même propriété subsistera 
pour quatre quadriques quelconques du réseau, et" le sommet 
du cône circonscrit sera toujours le même point P. 

285. Considérons, par exemple, le réseau formé par une quadrique 
Q, deux coniques A et A' appartenant à cette quadrique et le cercle 
de l'infini. 

Soit P le sommet du cône circonscrit à la quadrique Q le long de 
la conique A ; le point double P fait partie du réseau considéré. 

Prenons comme quadriques du réseau une quadrique Q' homo- 
focale à Q, les deux coniques A et A' et le cercle de l'infini ; on voit 
qu'il existera une sphère de centre P tangente aux huit plans tan- 
gents communs à Q', A et A'. 

En particulier si les deux coniques A et A' sont tangentes en un 
point M et ai l'on désigne par D la tangente commune en ce point, 
on voit que le point P sera situé dans le plan tangent en M à la 
quadrique Q, et sera équidistant des deux plans tangents menés 
à Q' par la droite D. 

On en conclut le théorème suivant (*) : 

Si par une tangente D en un point M d'une quadrique Q, on mène 
les deux plans tangents à. une quadrique homofocale Q', ce.* deuin 
plans tangents sont également inclinés sur le plan tangent en M à la 

Q. 
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On déduit de ce théorème que : 

Tout cÔ^ie cirGonscrit à une qtiadrique admet pour plan principal 
le plan tangent à toute quadrique homofocale qui passe par le som- 
met du cane. 

On a par suite le Uiéorème établi au n" 234. 



EXERCICES ET NOTES 



1. Étant donné un ellipsoïde de centre et un point M, on consi- 
dère les sphères qui passent par M et qui sont circomia-ites à un té- 
traèdre ootijuguê par rapport à E. On demande : 

|o Le lieu des centres de ces sphères ; ce lieu est un plan P ,- 

■1° L'enveloppe du plan P quand M décrit une sphère concentriqtte 
à l'ellipsoïde E ; 

3'' L'enveloppe du plan P qtumd le point M décrit itw plan. 

Soit 

„S„2 + 62jji + c^w^ — î-5 = 

l'équation (aogentielle de l'ellipsoïde, 

iK^ -H !/^ + =^ — 2"^ — ^?y — 2"/3 + S ^ 
l'équation ponctuelle de la sphère; on aura les conditions 
a5 + 6s + c5 — S = 0, 

^t + yl-h^l — a^a^o — a^^o — 2-iz, + 3 = o, 

xa, ya, 30 désignant les coordonnées du point M. 

1° On en conclut que le centre (a, p, f) de la sphère décrit le plan 
2iBfl:o + '2yy„ 4- âsio — (x^ -i- yt -\- 4 -h a^ -h b'^ -i- c'i — 0. (P) 
2° Supposons qu'on ait 

'«S + î'§ + ïâ-Il' = 0. (I) 

En désignant par u, v, w, r les coordonnées du |ikn P, on aura 
2ccn ___ iyi, _ a.?o _ — (ag + i/f, -\. si -\- a' -^ b-^ -i- c^] 

En éliminant ca,, yn, zo entre les équations [1} et (2), on a l'équa- 
tion tangentielle de l'enveloppe du plan P. 
On trouve aisément 
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équation qui représente une sphère concentrique à l'ellipsoïde et 

R2 + n^ + &3 + c^ 
ayant pour rayon ^ 

30 Supposons qu'on ait 

Aœo -H Bjo -H Cao + D = 0. (3) 

Eliminons a^c, yo, so entre (2) et (3); on a 

D2(M2^.u2_,_„,a)^(Aw-i-Bp+0)[(AïH-BB+Cio)(a2_i.6ï-)-cï)— 2Dr] ^ 0, 
équation qui représente un paraboloîde de révolution, 

2. Étant donnée une quadrique ayant pour centre le point 0, il >j 
aura une infinité de tétraèdres conjugués par rapport à cette qua- 
driqiie et en même temps eirconscrits à une spltére dont le centre est 
un point arbitrairement choisi, C ; si R désigne le rayon de la sphère 
inscrite, si 1 est le point d'intersection du rayon vecteur OC avec le 
plan polaire du point G par rapporta la quadrique, on a la relation 



R*( 



\a^^ b^^ c^ j or 



3n, 2&, 2c représentant les valeurs algébriques des axes de la sur- 
face du second ordre. 

3. Si la quadrique donnée (énoncé précédent) est un parabolohde, 
et 1 le centre de la section de la surface par le plan polaire du point 
G, on a la relation 

R^(^ + ^)=C1, 
\P 11 

ip et 2q étant les paramètres des sections principales. 

i. Étant donnée une quadrique S ayant pour centre le point 0, si 
l'on imagine une quadrique de révolution autour de l'axe focal, 
ayant un de ses foyers au point et harinoniquement inscrite à S, 
la longueur de l'aœe non focal de la surface de révolution est cons- 

La quadrique S ayant pour équation ponctuelle 



la surface de révolution aura pour équation tangentielle 
avec la condition 
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et l'on voit aisément que le carré de la demi -longueur de l'axe non 
focal est égal à —r- au signe près, car celte quantité est égale au 
produit des distances des foyers à un plan tangent quelconque. 

5. On donne deus; ellipsoïdes A et B. On demande le lieu des som- 
mets des trièdres dont les faces sont tangentes à Vellipsdtde A et 
parallèles à trois plans diamétraïue conjugués de B, 

{Cmoours générât, 1860.) 

6. On considère les quadriques de révolution bitangentes à une 
quadrique fixe Q et telles que l'un des deux foyers communs aux 
m,èridiennes soit flae : lieu de l'autre. Lieu des sommets des cônes 
circonscHts à la fois à Q et à ces quadriques. 

Soient F et F' les foyers d'une quadrique de révolution Q' 
bitangente à Q ; désignons par S et S' les sommets des cônes cir- 
conscrits à ces deux quadriques ; la quadrique Q, les deux couples 
de points F, F' et S, S' déterminent un réseau dont fait partie le 
cercle de l'infini. Il existera donc une quadrique homofocale à Q et 
faisant partie du faisceau tangentiel défini par les couples F, F' et 
S, S', c'est-à-dire passant par le quadrilatère gauche FSF'S'. 

Il résulte de là que, si F est fixe, le lieu de F' est composé des 
trois quadriques iiomofocales à Q qui passent par F. Quant au lieu 
des sommets S et S', il est formé par les génératrices de ces surfaces 
qui passent par F, droites qui coïncident avec les focales du cône 
de sommet S circonscrit à Q. 
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